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Uvod
U ovom radu c´emo pokazati kako se odabrani rezultati elementarne geometrije mogu do-
kazati vektorskom metodom. Vektorskom metodom nazivamo nacˇin dokazivanja matema-
ticˇkih tvrdnji u kojima se uvode pogodno odabrani vektori te se primijenjuju svojstva i
operacije karakteristicˇne za rad s vektorima. Stoga c´emo na pocˇetku svakog poglavlja na-
vesti definicije i osnovna svojstva onih objekata iz podrucˇja vektora koji c´e biti kljucˇni pri
dokazivanju tvrdnji primjenom vektorske metode. Veliki broj teorema koje smo uvrstili u
ovaj rad je dokazan na visˇe nacˇina sˇto dovoljno govori o tome koliko je vektorska metoda
moc´no sredstvo za provjeravanje istinitosti planimetrijskih i stereometrijskih zakonitosti.
Cilj nam je napraviti odmak od tradicionalnog nacˇina dokazivanja geometrijskih tvrdnji te
pokazati kako i vektorska metoda mozˇe biti efikasan nacˇin njihovog dokazivanja.
U prvom poglavlju ovog rada donosimo najznacˇajnije definicije i iskaze nekih tvrdnji o
vektorima. Tvrdnje koje c´emo navesti u prvom poglavlju nec´emo dokazati te ostavljamo
cˇitatelju da njihove dokaze potrazˇi u drugim izvorima.
Drugo poglavlje zapocˇinjemo definicijama radijvektora tocˇke u ravnini i prostoru te djelisˇne
tocˇke orijentirane duzˇine. Nakon toga iskazujemo i dokazujemo teorem o djelisˇnoj tocˇki
orijentirane duzˇine te navodimo korolar tog teorema koji se odnosi na polovisˇte orijenti-
rane duzˇine. U drugom dijelu ovog poglavlja vektorskom metodom dokazujemo nekoliko
planimetrijskih tvrdnji koristec´i radijvektore.
U trec´em poglavlju definiramo operaciju skalarnog mnozˇenja vektora te iskazujemo i do-
kazujemo najvazˇnija svojstva te operacije. Takoder, navodimo i neke posljedice tih svo-
jstava. U drugom dijelu ovog poglavlja vektorskom metodom dokazujemo nekoliko plani-
metrijskih problema koristec´i definiciju i svojstva skalarnog mnozˇenja vektora te donosimo
rjesˇenje jednog natjecateljskog zadatka.
U cˇetvrtom poglavlju proucˇavamo operaciju vektorskog mnozˇenja vektora. Poseban nagla-
sak stavljamo na geometrijsku interpretaciju modula vektorskog produkta. Najprije doka-
zujemo bitna svojstva ove operacije, a potom i neke planimetrijske i stereometrijske tvrdnje
primjenom tih svojstava.
Peto poglavlje je posvec´eno operaciji mjesˇovitog mnozˇenja vektora. Kao i u prethodna
dva poglavlja, i ovdje najprije definiramo novu operaciju te dokazujemo njena najvazˇnija
svojstva. Nakon toga vektorskom metodom dokazujemo dvije tvrdnje koristec´i dokazana
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svojstva i geometrijsku interpretaciju mjesˇovitog produkta.
U posljednja tri poglavlja ovoga rada uvrstili smo mnoge dobro poznate teoreme eleme-
ntarne geometrije koji se odnose na trokut, cˇetverokut i kruzˇnicu te tetraedar, paralelepiped
i sferu. Neke od tih teorema ucˇenici u svojem matematicˇkom obrazovanju prvi put susretnu
u visˇim razredima osnovne sˇkole. Iako se navedeni teoremi najcˇesˇc´e dokazuju standardnim
geometrijskim aparatima poput sukladnosti i slicˇnosti te trigonometrije i analiticˇke geome-
trije, ovdje c´emo pokazati kako se oni mogu vrlo efikasno i elegantno dokazati i primjenom
klasicˇne algebre vektora, odnosno vektorskom metodom.
Pri izradi ovoga rada koristili smo sljedec´e izvore: [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9],
[10], [11], [12], [13], [14], [15] i [16]. Sve slike koje smo uvrstili u ovaj rad izradili smo
samostalno u programu dinamicˇne geometrije GeoGebra.
Poglavlje 1
Osnovni pojmovi o vektorima i
vektorskom racˇunu
U ovom poglavlju donosimo definicije i tvrdnje koje c´emo koristiti pri obradi teme ovog
rada. Pri pisanju ovog poglavlja sluzˇili smo se sljedec´im izvorima: [4], [15] i [16].
Definicija 1.1. Uredeni par tocˇaka (A, B) zovemo orijentiranom duzˇinom kojoj je tocˇka A
pocˇetak, a tocˇka B kraj, i pisˇemo
−→
AB.
Definicija 1.2. Za orijentirane duzˇine
−→
AB i
−−→
DC kazˇemo da su ekvivalentne i pisˇemo
−→
AB ≈−−→
DC ako duzˇine AC i BD imaju isto polovisˇte P.
Slika 1.1.
Teorem 1.3. Relacija ≈ je relacija ekvivalencije na skupu svih orijentiranih duzˇina ravnine
M.
Kvocijentni skup M × M/≈ oznacˇavat c´emo s V2, a njegove elemente nazivamo vektori.
Klasu ekvivalencije orijentirane duzˇine
−→
AB oznacˇavat c´emo takoder s
−→
AB. Klasu ekviva-
lencije orijentirane duzˇine
−→
AA zvat c´emo nulvektor i oznacˇavati s ~0. Za vektor
−→
AB = ~a
oznacˇavat c´emo njemu suprotni vektor
−→
BA s −~a. Ocˇito je da vrijedi −(−~a) = ~a.
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Definicija 1.4. Duljina (modul) vektora ~a =
−→
AB je udaljenost tocˇaka A i B, tj. duljina |AB|
duzˇine AB. Pisˇemo |~a| = |−→AB|.
Vektor ~a kojemu je duljina jednaka 1, tj. za koji vrijedi |~a| = 1 nazivamo jedinicˇni ili
normirani vektor.
Definicija 1.5. Za vektore ~a =
−→
AB i ~b =
−−→
CD, ~a, ~b ∈ V2, kazˇemo da su istog smjera, tj. da
su kolinearni ako vrijedi AB ‖ CD. U suprotnom govorimo o nekolinearnim vektorima.
Dogovorno, smatramo da je nulvektor kolinearan sa svakim vektorom.
Propozicija 1.6. Vektori ~a, ~b ∈ V2, ~a , ~0 su kolinearni ako i samo ako postoji jedinstveni
skalar λ ∈ R takav da je ~b = λ~a.
Propozicija 1.7. Neka su ~a, ~b ∈ V2 nekolinearni vektori. Tada za svaki vektor ~c ∈ V2
postoje i jednoznacˇno su odredeni skalari λ, µ ∈ R takvi da je ~c = λ~a + µ~b.
Prethodna propozicija zapravo kazˇe da se svaki vektor ~c ∈ V2 mozˇe prikazati kao linearna
kombinacija nekolinearnih vektora ~a i ~b iz V2.
Definicija 1.8. Neka su A, B i O tocˇke koje pripadaju pravcu AB. Za vektore ~a =
−→
OA i
~b =
−→
OB kazˇemo da su iste orijentacije ako se tocˇke A i B nalaze s iste strane tocˇke O,
odnosno suprotne orijentacije ako se tocˇke A i B nalaze s razlicˇitih strana tocˇke O.
Vektor je potpuno odreden svojom duljinom, smjerom i orijentacijom. Drugim rijecˇima,
dva su vektora jednaka ako imaju jednake duljine te ako su istog smjera i iste orijentacije.
Operacije zbrajanja vektora i mnozˇenja vektora realnim brojem (skalarom) definiraju se
pomoc´u predstavnika klase.
Definicija 1.9. Neka su ~a i ~b dva vektora i O bilo koja (cˇvrsta) tocˇka ravnine. Neka je
~a =
−→
OP i ~b =
−→
PQ. Tada vektor
−−→
OQ = ~c zovemo zbroj vektora ~a i ~b i pisˇemo ~c = ~a + ~b.
Slika 1.2.
POGLAVLJE 1. OSNOVNI POJMOVI O VEKTORIMA I VEKTORSKOM RACˇUNU5
Ovako definirano zbrajanje vektora nazivamo zbrajanje pomoc´u pravila trokuta. Za vekto-
re ~a =
−→
OP i ~b =
−→
PQ kazˇemo josˇ da su ulancˇani ili da se nadovezuju jer se zavrsˇetak vektora
~a podudara s pocˇetkom vektora ~b.
Navedimo josˇ jednu definiciju zbrajanja vektora.
Definicija 1.10. Neka je O proizvoljna tocˇka ravnine te neka su tocˇke P i R takve da vrijedi
~a =
−→
OP i ~b =
−→
OR. Konstruirajmo paralelogram OPQR. Tada vektor
−−→
OQ = ~c zovemo zbroj
vektora ~a i ~b i pisˇemo ~c = ~a + ~b.
Slika 1.3.
Ovako definirano zbrajanje vektora nazivamo zbrajanje pomoc´u pravila paralelograma.
Lako se pokazˇe da su gore definirana dva zbrajanja ista operacija.
Propozicija 1.11. Za svaka tri vektora ~a, ~b, ~c ∈ V2 vrijedi:
(i) (~a + ~b) + ~c = ~a + (~b + ~c) (asocijativnost),
(ii) ~a + ~0 = ~0 + ~a = ~a (neutralni element),
(iii) ~a + (−~a) = (−~a) + ~a = ~0 (suprotni element),
(iv) ~a + ~b = ~b + ~a (komutativnost).
Iz prethodne propozicije je jasno da je (V2,+) komutativna grupa.
Definicija 1.12. Neka je ~a neki vektor i λ ∈ R. Umnozˇak λ~a skalara λ , 0 i vektora ~a je
vektor kojemu je duljina jednaka |λ||~a|, istog je smjera kao i vektor ~a te je iste orijentacije
kao i ~a za λ > 0, a suprotne za λ < 0. Za λ = 0 definira se 0 · ~a = ~0.
Propozicija 1.13. Za svaka dva vektora ~a, ~b ∈ V2 i svaka dva skalara λ, µ ∈ R vrijedi:
(i) 1 · ~a = ~a,
(ii) λ (µ~a) = (λµ)~a,
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(iii) (λ + µ)~a = λ~a + µ~a,
(iv) λ (~a + ~b) = λ~a + λ~b.
Definicija 1.14. Dva su vektora ~a, ~b ∈ V2 linearno nezavisna ako λ~a + µ~b = ~0 povlacˇi
λ = µ = 0. Inacˇe govorimo o linearno zavisnim vektorima.
Mozˇemo josˇ rec´i da su dva vektora linearno nezavisna ako njihova linearna kombinacija
isˇcˇezava samo za trivijalan slucˇaj. Drugim rijecˇima, ako postoji linearna kombinacija dvaju
vektora koja je jednaka nulvektoru, onda su ti vektori linearno zavisni.
Definicija 1.15. Baza vektorskog prostora V2 je skup {~a, ~b} od dva nekolinearna vektora iz
V2.
Neka je E prostor. Relacija ≈ dana definicijom 1.2 je relacija ekvivalencije na skupu orije-
ntiranih duzˇina prostora E. Kvocijentni skup E×E/≈ oznacˇavamo s V3, a njegove elemente
takoder nazivamo vektori. Svi pojmovi dani definicijama 1.4, 1.5, 1.8, 1.9, 1.10 i 1.12
analogno se definiraju i za vektore iz V3. Tri su vektora ~a, ~b, ~c ∈ V3 linearno nezavisna ako
α ~a + β ~b + γ ~c = ~0 povlacˇi α = β = γ = 0.
Definicija 1.16. Vektori iz V3 su komplanarni ako su paralelni s istom ravninom. Nulve-
ktor smatramo komplanarnim sa svim vektorima prostora V3. Vektore koji nisu kompla-
narni nazivamo nekomplanarnim vektorima.
Propozicija 1.17. Neka su ~a, ~b, ~c ∈ V3 nekomplanarni vektori. Tada za svaki vektor ~d ∈ V3
postoje i jednoznacˇno su odredeni skalari α, β, γ ∈ R takvi da je ~d = α ~a + β ~b + γ ~c.
Zakljucˇujemo da su za prikaz vektora u prostoru potrebna tri nekomplanarna vektora.
Svaku trojku {−→a1,−→a2,−→a3} takvih vektora nazivamo baza vektorskog prostora V3.
Definicija 1.18. Neka je {−→a1,−→a2} baza vektorskog prostora V2 i neka je ~a ∈ V2 neki vektor.
Tada prema propoziciji 1.7 postoje jedinstveni α i β ∈ R takvi da je
~a = α −→a1 + β −→a2.
Preslikavanje k : V2 −→ R2, k(~a) = (α, β), gdje je R2 = R × R = {(x, y) : x, y ∈ R} skup
svih uredenih parova realnih brojeva, nazivamo koordinatizacija prostora V2.
Na ovaj nacˇin je vektor prikazan kao uredeni par realnih brojeva. Skalare α i β nazivamo
koordinatama vektora ~a u odnosu na zadanu bazu, a uredeni par (α, β) koordinatnim prika-
zom vektora ~a. Vazˇno je uocˇiti da koordinatni prikaz vektora u V2 ovisi o odabiru baze.
Definicija 1.19. Neka je {−→a1,−→a2,−→a3} baza vektorskog prostora V3 i neka je ~a ∈ V3 neki
vektor. Tada prema propoziciji 1.17 postoje jedinstveni α, β, γ ∈ R takvi da je
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~a = α −→a1 + β −→a2 + γ −→a3.
Preslikavanje k : V3 −→ R3, k(~a) = (α, β, γ), gdje je R3 = R×R×R = {(x, y, z) : x, y, z ∈ R}
skup svih uredenih trojki realnih brojeva, nazivamo koordinatizacija prostora V3.
Na ovaj nacˇin je vektor prikazan kao uredena trojka realnih brojeva. Skalare α, β i γ
nazivamo koordinatama vektora ~a u odnosu na zadanu bazu, a uredenu trojku (α, β, γ)
koordinatnim prikazom vektora ~a. Vazˇno je uocˇiti da koordinatni prikaz vektora u V3 ovisi
o odabiru baze.
Poglavlje 2
Radijvektori
U ovom c´emo poglavlju definirati radijvektore, dokazati teorem o radijvektoru djelisˇne
tocˇke neke duzˇine, iskazati njegov korolar o polovisˇtu duzˇine te c´emo nekoliko planimetri-
jskih problema dokazati vektorskom metodom koristec´i radijvektore. Teorijski uvod nala-
zimo u [5] i [6].
Definicija 2.1. Neka je O cˇvrsta tocˇka ravnine i T bilo koja tocˇka u ravnini. Usmjerena
duzˇina
−−→
OT se naziva radijvektor tocˇke T i oznacˇava −→rT .
Umjesto tocˇaka ravnine mozˇemo promatrati tocˇke prostora. Analogno definirana usmje-
rena duzˇina
−−→
OT i u tom se slucˇaju naziva radijvektor tocˇke T .
Definicija 2.2. Neka su A, B i T tri tocˇke istog pravca i A , B. Kazˇemo da tocˇka T dijeli
orijentiranu duzˇinu
−→
AB u omjeru λ ∈ R ako vrijedi −→AT = λ −→BT.
Teorem 2.3. Neka su −→rA i −→rB radijvektori tocˇaka A i B. Radijvektor −→rT tocˇke T koja orije-
ntiranu duzˇinu
−→
AB dijeli u omjeru λ dan je s
−→rT =
−→rA − λ −→rB
1 − λ .
Dokaz. Neka je O cˇvrsta tocˇka ravnine i T tocˇka koja dijeli orijentiranu duzˇinu
−→
AB u
omjeru λ. Iz
−→
AT =
−→
AO +
−−→
OT slijedi da je
−→
AT = −→rT − −→rA. Iz −→BT = −→BO + −−→OT pak slijedi da
je
−→
BT = −→rT −−→rB. Uvrsˇtavanjem zapisa orijentiranih duzˇina −→AT i −→BT pomoc´u radijvektora u
izraz
−→
AT = λ
−→
BT dobivamo
−→rT − −→rA = λ (−→rT − −→rB).
Izrazimo li iz ove jednakosti −→rT dobivamo tvrdnju teorema. 
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Korolar 2.4. Za λ = −1 tocˇka T je polovisˇte duzˇine AB pa za radijvektor polovisˇta, kojeg
c´emo oznacˇiti s P, vrijedi
−→rP = 12 (
−→rA + −→rB).
Primjer 2.5. [5] Dokazˇite da se sve tri tezˇisˇnice trokuta ABC sijeku u istoj tocˇki T za koju
vrijedi
−→rT = 13 (
−→rA + −→rB + −→rC).
Tocˇku T nazivamo tezˇisˇte trokuta.
Slika 2.1.
Rjesˇenje. Dan je trokut ABC. Neka su A1, B1 i C1 redom polovisˇta stranica BC, CA i
AB trokuta ABC. Neka je O bilo koja cˇvrsta tocˇka ravnine te neka su −→rA, −→rB i −→rC redom
radijvektori vrhova A, B i C trokuta ABC.
Uzmimo da su K, L i M redom tocˇke na tezˇisˇnicama AA1, BB1 i CC1 trokuta ABC koje ih
dijele u omjeru λ = −2.
Buduc´i da je A1 polovisˇte stranice BC, vrijedi
−→rA =
−→rB + −→rC
2
. (2.1)
S obzirom na to da K dijeli tezˇisˇnicu AA1 u omjeru λ = −2, prema teoremu 2.3 vrijedi
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−→rK =
−→rA − (−2) −→rA1
1 − (−2) ,
odnosno
−→rK =
−→rA + 2 −→rA1
3
. (2.2)
Uvrsˇtavanjem (2.1) u (2.2) dobivamo
−→rK =
−→rA + 2 ·
−→rB + −→rC
2
3
,
odnosno
−→rK = 13 (
−→rA + −→rB + −→rC).
Isti se rezultat dobije i za −→rL i −→rM. Iz toga slijedi da je −→rK = −→rL = −→rM pa mozˇemo zakljucˇiti
da su K, L i M iste tocˇke, odnosno da se tezˇisˇnice trokuta ABC sijeku u istoj tocˇki. Ako tu
tocˇku oznacˇimo s T , dobivamo
−→rT = 13 (
−→rA + −→rB + −→rC),
a to smo i trebali dokazati.
Primjer 2.6. [5] Dane su tocˇke D, E i F redom na stranicama BC, CA i AB trokuta ABC
koje dijele te stranice u istom omjeru, tj.
|BD|
|CD| = λ,
|CE|
|AE| = λ i
|AF|
|BF| = λ,
pri cˇemu je λ ∈ R\{1}. Dokazˇite da trokuti ABC i DEF imaju zajednicˇko tezˇisˇte.
Rjesˇenje. Neka je T tezˇisˇte trokuta ABC, a T1 tezˇisˇte trokuta DEF. Prema tvrdnji primjera
2.5 za tezˇisˇte T trokuta ABC vrijedi
−→rT = 13 (
−→rA + −→rB + −→rC).
Takoder, iz istog razloga za tezˇisˇte T1 trokuta DEF vrijedi
−→rT1 =
1
3
(−→rD + −→rE + −→rF). (2.3)
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Slika 2.2.
Buduc´i da tocˇke D, E i F redom dijele stranice BC, CA i AB trokuta ABC u istom omjeru
λ ∈ R\{1}, tada, prema teoremu 2.3, vrijedi
−→rD =
−→rB − λ −→rC
1 − λ , (2.4)
−→rE =
−→rC − λ −→rA
1 − λ (2.5)
i
−→rF =
−→rA − λ −→rB
1 − λ . (2.6)
Uvrsˇtavanjem (2.4), (2.5) i (2.6) u (2.3) dobivamo
−→rT1 =
1
3
(−→rB − λ −→rC
1 − λ +
−→rC − λ −→rA
1 − λ +
−→rA − λ −→rB
1 − λ
)
.
Primijetimo da svi pribrojnici u zagradi na desnoj strani prethodne jednakosti imaju isti
nazivnik pa iz te zagrade mozˇemo izlucˇiti
1
1 − λ . Time dobivamo
−→rT1 =
1
3 (1 − λ) (
−→rB − λ −→rC + −→rC − λ −→rA + −→rA − λ −→rB).
Sredivanjem izraza u zagradi u prethodnoj jednakosti dobivamo
−→rT1 =
1
3 (1 − λ) [
−→rA (1 − λ) + −→rB (1 − λ) + −→rC (1 − λ)].
Izlucˇivanjem zajednicˇkog faktora 1 − λ iz uglate zagrade u prethodnom izrazu dobivamo
−→rT1 =
1
3 (1 − λ) (1 − λ) (
−→rA + −→rB + −→rC),
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a iz toga slijedi da je
−→rT1 =
1
3
(−→rA + −→rB + −→rC).
Uocˇimo da vrijedi −→rT1 = −→rT . To znacˇi da su radijvektori tocˇaka T1 i T jednaki pa za-
kljucˇujemo da vrijedi T1 ≡ T . Drugim rijecˇima, zakljucˇujemo da trokuti ABC i DEF
imaju isto tezˇisˇte sˇto smo i trebali dokazati.
Primjer 2.7. [5] (Drzˇavno natjecanje, 1996., 1. razred srednje sˇkole) Tocˇke K, L, M i N
redom su polovisˇta stranica AB, BC, CD i DE peterokuta ABCDE, a tocˇke P i Q su redom
polovisˇta duzˇina KM i LN. Dokazˇite da je PQ ‖ AE i |PQ| = 1
4
|AE|.
Slika 2.3.
Rjesˇenje. Neka je O bilo koja cˇvrsta tocˇka ravnine. Tada su −→rP i −→rQ redom radijvektori
tocˇaka P i Q pa vrijedi −→
PQ = −→rQ − −→rP. (2.7)
Buduc´i da je tocˇka Q polovisˇte duzˇine LN, slijedi da je
−→rQ = 12 (
−→rL + −→rN). (2.8)
Takoder, kako je tocˇka P polovisˇte duzˇine KM, vrijedi
−→rP = 12 (
−→rK + −→rM). (2.9)
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Uvrsˇtavanjem izraza (2.8) i (2.9) u jednakost (2.7) dobivamo
−→
PQ =
1
2
(−→rL + −→rN) − 12 (
−→rK + −→rM). (2.10)
Nadalje, tocˇka L je polovisˇte stranice BC peterokuta ABCDE pa je
−→rL = 12 (
−→rB + −→rC). (2.11)
Tocˇka N je polovisˇte stranice DE peterokuta ABCDE pa vrijedi
−→rN = 12 (
−→rD + −→rE). (2.12)
Tocˇka K je polovisˇte stranice AB peterokuta ABCDE pa je
−→rK = 12 (
−→rA + −→rB). (2.13)
Napokon, tocˇka M je polovisˇte stranice CD peterokuta ABCDE pa vrijedi
−→rM = 12 (
−→rC + −→rD). (2.14)
Uvrstimo (2.11), (2.12), (2.13) i (2.14) u (2.10) te sredimo dobiveni izraz. Imamo
−→
PQ =
1
2
(1
2
(−→rB + −→rC) + 12 (
−→rD + −→rE)
)
− 1
2
(1
2
(−→rA + −→rB) + 12 (
−→rC + −→rD)
)
=
1
4
−→rB + 14
−→rC + 14
−→rD + 14
−→rE − 14
−→rA − 14
−→rB − 14
−→rC − 14
−→rD
=
1
4
−→rE − 14
−→rA
=
1
4
(−→rE − −→rA)
=
1
4
−→
AE.
Dakle, uocˇavamo da vrijedi
−→
PQ =
1
4
−→
AE. Iz ovoga zakljucˇujemo da su vektori
−→
PQ i
−→
AE
kolinearni pa stoga pripadaju paralelnim pravcima. Iz toga slijedi da je PQ ‖ AE. Takoder,
iz jednakosti vektora
−→
PQ i
1
4
−→
AE slijedi da su njihove duljine jednake, a to povlacˇi da je
|PQ| = 1
4
|AE|.
Poglavlje 3
Skalarni produkt
U ovom c´emo poglavlju najprije definirati operaciju skalarnog mnozˇenja vektora te c´emo
potom navesti i dokazati neka njezina bitna svojstva. Nakon toga c´emo definirati ortono-
rmiranu bazu vektorskog prostora V3 te c´emo izvesti formulu za skalarno mnozˇenje vektora
zadanih pravokutnim koordinatama. U drugom dijelu ovog poglavlja c´emo primjenom
vektorske metode dokazati nekoliko planimetrijskih problema koristec´i skalarno mnozˇenje
vektora. Definicije, propozicije i njihove dokaze te korolare koje navodimo u prvom dijelu
ovog poglavlja nalazimo u [4], [6], [7] i [11].
Definicija 3.1. Skalarno mnozˇenje u V3 je preslikavanje · : V3 × V3 −→ R definirano na
sljedec´i nacˇin:
(1) ako su vektori ~a i ~b razlicˇiti od nulvektora, onda je ~a · ~b = |~a||~b| cos ^(~a, ~b), pri cˇemu
je ^(~a, ~b) ∈ [0, pi] kut izmedu vektora ~a i ~b iz V3,
(2) ako je barem jedan od vektora ~a i ~b nulvektor, onda je ~a · ~b = 0.
Realni broj ~a · ~b naziva se skalarni umnozˇak ili skalarni produkt vektora ~a i ~b.
Slika 3.1.
Hoc´e li rezultat skalarnog mnozˇenja vektora ~a , ~0 i ~b , ~0 biti pozitivan, negativan ili
jednak nuli ovisi o velicˇini kuta sˇto ga zatvaraju vektori ~a i ~b. Ako je kut izmedu vektora
14
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~a i ~b sˇiljast, onda je njihov skalarni umnozˇak pozitivan broj. U slucˇaju kada je kut izmedu
vektora ~a i ~b tup, tada je skalarni umnozˇak vektora ~a i ~b negativan broj. Ako je pak velicˇina
kuta izmedu vektora ~a i ~b jednaka pi2 , onda za vektore ~a i ~b kazˇemo da su okomiti ili
ortogonalni, tj. oni tada zatvaraju pravi kut.
Slika 3.2.
Dva kolinearna vektora ~a i ~b su iste orijentacije ako zatvaraju kut od 0 radijana, dok su dva
kolinearna vektora ~a i ~b suprotne orijentacije ako zatvaraju kut velicˇine pi. Takoder, vazˇno
je uocˇiti da vrijedi ^(~a, ~b) = ^(~b, ~a).
Propozicija 3.2. Skalarno mnozˇenje vektora ima sljedec´a svojstva:
(i) ~a 2 = |~a|2 ≥ 0, ∀~a ∈ V3,
(ii) ~a 2 = 0 ako i samo ako je ~a = ~0,
(iii) ~a · ~b = ~b · ~a, ∀~a, ~b ∈ V3 (komutativnost),
(iv) (λ~a) · ~b = λ (~a · ~b), ∀λ ∈ R, ~a, ~b ∈ V3 (kvaziasocijativnost),
(v) (~a + ~b) · ~c = ~a · ~c + ~b · ~c, ∀~a, ~b, ~c ∈ V3 (distributivnost prema zbrajanju vektora).
Prva dva svojstva skalarnog mnozˇenja nazivaju se pozitivna definitnost.
Dokaz.
(i) Iz definicije skalarnog mnozˇenja slijedi da je ~a 2 = ~a · ~a = |~a||~a| cos ^(~a, ~a). Vektor
~a sa samim sobom zatvara kut od 0 radijana pa je cos 0 = 1. Iz toga slijedi da je
~a 2 = |~a|2 sˇto je uvijek nenegativno, tj. vrijedi ~a 2 ≥ 0 za svaki ~a iz V3.
(ii) Prema svojstvu (i) vrijedi ~a 2 = |~a|2 pa je ~a 2 = 0 ako i samo ako je |~a|2 = 0. To pak
vrijedi ako i samo ako je |~a| = 0 sˇto je zadovoljeno ako i samo ako je ~a = ~0.
(iii) Prema definiciji 3.1 vrijedi
~a · ~b = |~a||~b| cos ^(~a, ~b) (3.1)
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i
~b · ~a = |~b||~a| cos ^(~b, ~a) (3.2)
Zbog komutativnosti mnozˇenja realnih brojeva te iz cˇinjenice da je ^(~a, ~b) = ^(~b, ~a)
slijedi da su desne strane izraza (3.1) i (3.2) jednake pa su im onda jednake i lijeve.
Drugim rijecˇima, za sve ~a, ~b ∈ V3 vrijedi da je ~a · ~b = ~b · ~a.
(iv) Za λ = 0 ili ~a = ~0 ili ~b = ~0 tvrdnja ocˇito vrijedi. Pretpostavimo stoga da vrijedi
λ , 0, ~a , ~0 i ~b , ~0.
Slika 3.3.
Ako je λ > 0, onda su ~a i λ~a kolinearni vektori iste orijentacije pa vrijedi |λ~a| = λ |~a|
i ^(λ ~a, ~b) = ^(~a, ~b). Iz ovih dviju cˇinjenica te iz definicije 3.1 slijedi
(λ ~a) · ~b = |λ ~a||~b| cos ^(λ ~a, ~b)
= λ |~a||~b| cos ^(~a, ~b) = λ(~a · ~b)
Slika 3.4.
Ako je λ < 0, onda su ~a i λ ~a kolinearni vektori suprotne orijentacije pa vrijedi
|λ~a| = −λ |~a| i ^(λ~a, ~b) = pi−^(~a, ~b). Iz ovih dviju cˇinjenica te iz definicije 3.1 slijedi
(λ ~a) · ~b = |λ ~a||~b| cos ^(λ ~a, ~b)
= −λ |~a||~b| cos(pi − ^(~a, ~b))
= −λ |~a||~b|(− cos ^(~a, ~b))
= λ |~a||~b| cos ^(~a, ~b) = λ(~a · ~b)

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Prije nego dokazˇemo svojstvo (v) iz propozicije 3.2, dokazˇimo sljedec´u lemu.
Lema 3.3. Za sve ~a, ~b ∈ V3 vrijedi
(1) (~a + ~b)2 = ~a 2 + 2 ~a · ~b + ~b 2,
(2) (~a − ~b)2 = ~a 2 − 2 ~a · ~b + ~b 2.
Dokaz.
(1) Neka su ~a =
−→
BC, ~b =
−→
CA i ~c =
−→
BA. Prema pravilu trokuta za zbrajanje vektora ocˇito
vrijedi ~c = ~a+~b. Oznacˇimo s ϕ velicˇinu kuta ^BCA trokuta ABC. Prema svojstvu (i)
iz propozicije 3.2 slijedi da je ~c 2 = |~c|2 pa je (~a + ~b)2 = |~c|2. Primjenom kosinusovog
poucˇka na trokut ABC dobivamo
|~c|2 = |~a|2 + |~b|2 − 2 |~a||~b| cosϕ,
odnosno
(~a + ~b)2 = |~a|2 + |~b|2 − 2 |~a||~b| cosϕ.
Slika 3.5.
Uocˇimo da vektori ~a i ~b zatvaraju kut velicˇine pi−ϕ. Buduc´i da je cosϕ = − cos(pi−ϕ),
slijedi
(~a + ~b)2 = |~a|2 + |~b|2 + 2 |~a||~b| cos(pi − ϕ),
tj.
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(~a + ~b)2 = |~a|2 + |~b|2 + 2 |~a||~b| cos ^(~a, ~b).
Primjenom definicije 3.1 dobivamo
(~a + ~b)2 = |~a|2 + |~b|2 + 2 ~a · ~b.
Prema svojstvu (i) iz propozicije 3.2 vrijedi |~a|2 = ~a 2 i |~b|2 = ~b 2. Iz toga slijedi da je
(~a + ~b)2 = ~a 2 + ~b 2 + 2 ~a · ~b,
a to smo i trebali dokazati.
(2) Ova tvrdnja se dokazuje analogno kao i upravo dokazana tvrdnja (1). Potrebno je
samo umjesto ~b uzeti −~b te je tada ~c = ~a − ~b.

Vratimo se sada na dokaz svojstva (v) iz propozicije 3.2.
Dokaz.
(v) U nastavku c´emo transformirati izraz 4 (~a + ~b) ·~c tako sˇto c´emo visˇe puta primijeniti
svojstva iz leme 3.3. Imamo
4 (~a + ~b) · ~c = ((~a + ~b) + 2 ~c)2 − (~a + ~b)2 − 4 ~c 2
= ((~a + ~b) + 2 ~c)2 + (~a − ~b)2 − 2 ~a 2 − 2 ~b 2 − 4 ~c 2
= ((~a + ~c) + (~b + ~c))2 + ((~a + ~c) − (~b + ~c))2 − 2 ~a 2 − 2 ~b 2 − 4 ~c 2
= (~a + ~c)2 + 2 (~a + ~c)(~b + ~c) + (~b + ~c)2 + (~a + ~c)2
− 2 (~a + ~c)(~b + ~c) + (~b + ~c)2 − 2 ~a 2 − 2 ~b 2 − 4 ~c 2
= 2 (~a + ~c)2 + 2 (~b + ~c)2 − 2 ~a 2 − 2 ~b 2 − 4 ~c 2
= 2 ~a 2 + 4 ~a · ~c + 2 ~c 2 + 2 ~b 2 + 4 ~b · ~c + 2 ~c 2 − 2 ~a 2 − 2 ~b 2 − 4 ~c 2
= 4 ~a · ~c + 4 ~b · ~c.
Dijeljenjem posljednje jednakosti s 4 dobivamo da je
(~a + ~b) · ~c = ~a · ~c + ~b · ~c.

Korolar 3.4. Za sve ~a, ~b ∈ V3 i za svaki λ ∈ R vrijedi
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(1) ~a · (λ~b) = λ (~a · ~b),
(2) ~a · (~b + ~c) = ~a · ~b + ~a · ~c.
Propozicija 3.5. Vektori ~a, ~b ∈ V3, ~a, ~b , ~0 su medusobno okomiti ako i samo ako je
~a · ~b = 0.
Dokaz. ⇒: Neka su ~a, ~b ∈ V3, ~a, ~b , ~0 medusobno okomiti vektori. Tada oni zatvaraju kut
velicˇine pi2 . Skalarnim mnozˇenjem vektora ~a i ~b dobivamo ~a · ~b = |~a||~b| cos pi2 . Buduc´i da je
cos pi2 = 0, slijedi ~a · ~b = 0.
⇐: Neka su ~a, ~b ∈ V3, ~a, ~b , ~0 takvi da je ~a · ~b = 0. Iz definicije 3.1 slijedi da je
|~a||~b| cos ^(~a, ~b) = 0. Buduc´i da vektori ~a i ~b nisu nulvektori, njihovi moduli moraju biti
razlicˇiti od nule. Iz toga zakljucˇujemo da treba vrijediti cos ^(~a, ~b) = 0. S obzirom na
to da velicˇina kuta sˇto ga zatvaraju vektori ~a i ~b treba biti iz intervala [0, pi], jedini kut
koji zadovoljava uvjet cos ^(~a, ~b) = 0 je onaj kojemu je velicˇina jednaka pi2 . Dakle, imamo
^(~a, ~b) = pi2 . Iz ovoga je sada jasno da su vektori ~a i ~b medusobno okomiti. 
Definicija 3.6. Neka je B = {~i, ~j,~k} baza vektorskog prostora V3 sa svojstvom da su svi
vektori baze jedinicˇni i u parovima medusobno okomiti (ortogonalni), tj. neka vrijedi
|~i| = |~j| = |~k| = 1, ~i ⊥ ~j, ~j ⊥ ~k i ~i ⊥ ~k.
Tada kazˇemo da je B ortonormirana baza vektorskog prostora V3.
Vec´ smo u definiciji 1.19 vidjeli da se svaki vektor iz V3 mozˇe prikazati kao uredena trojka
realnih brojeva te da te brojeve onda nazivamo koordinatama vektora u odnosu na neku
bazu u V3. Na isti nacˇin je moguc´e prikazati bilo koji vektor iz V3 u odnosu na ortonormi-
ranu bazu. Tada koordinate vektora u odnosu na ortonormiranu bazu nazivamo ortogona-
lnim ili pravokutnim koordinatama.
Propozicija 3.7. Neka je {~i, ~j,~k} ortonormirana baza za vektorski prostor V3 te neka su
~a = (α1, α2, α3) i ~b = (β1, β2, β3) bilo koja dva vektora iz V3 zadana svojim pravokutnim
koordinatama. Tada je
~a · ~b = α1 β1 + α2 β2 + α3 β3.
Dokaz. Buduc´i da je {~i, ~j,~k} ortonormirana baza za V3, iz definicije 3.6 znamo da vrijedi
|~i| = |~j| = |~k| = 1. Prema svojstvu (i) iz propozicije 3.2 slijedi~i 2 = |~i|2 = 1, ~j 2 = |~j|2 = 1 i
~k 2 = |~k|2 = 1. Takoder, iz definicije 3.6 znamo da je~i ⊥ ~j, ~j ⊥ ~k i~i ⊥ ~k. Prema propoziciji
3.5 zakljucˇujemo da vrijedi~i · ~j = 0, ~j · ~k = 0 i~i · ~k = 0. S obzirom na to da je skalarno
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mnozˇenje vektora komutativna operacija, vrijedi i sljedec´e: ~j ·~i = 0, ~k · ~j = 0 i ~k ·~i = 0.
Skalarnim mnozˇenjem vektora ~a i ~b te primjenom upravo navedenih svojstava dobivamo
~a · ~b = (α1~i + α2 ~j + α3~k) · (β1~i + β2 ~j + β3~k)
= α1 β1~i 2 + α1 β2~i · ~j + α1 β3~i · ~k + α2 β1 ~j ·~i + α2 β2 ~j 2 + α2 β3 ~j · ~k
+ α3 β1~k ·~i + α3 β2~k · ~j + α3 β3~k 2
= α1 β1 + α2 β2 + α3 β3.

Korolar 3.8. Vektori ~a = (α1, α2, α3), ~b = (β1, β2, β3) ∈ V3, ~a , ~0, ~b , ~0 zadani svojim
pravokutnim koordinatama su okomiti ako i samo ako je
α1 β1 + α2 β2 + α3 β3 = 0.
Korolar 3.9. Neka je ~a = (α1, α2, α3) ∈ V3 bilo koji vektor zadan pravokutnim koordina-
tama. Tada za njegov modul vrijedi
|~a| =
√
α21 + α
2
2 + α
2
3.
U nastavku ovog poglavlja c´emo nekoliko poznatih planimetrijskih problema dokazati pri-
mjenom definicije i svojstava skalarnog mnozˇenja vektora.
Simetrala duzˇine je pravac koji prolazi polovisˇtem te duzˇine i okomit je na nju. Dokazˇimo
primjenom skalarnog mnozˇenja vektora karakterizaciju tocˇaka na simetrali duzˇine.
Teorem 3.10. Tocˇka S pripada simetrali duzˇine AB ako i samo ako vrijedi |S A| = |S B|.
Slika 3.6.
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Dokaz. ⇒: Dana je duzˇina AB. Neka je pravac s njezina simetrala. Znamo da je simetrala
s okomita na duzˇinu AB i da prolazi njenim polovisˇtem P. Uzmimo proizvoljnu tocˇku S
koja pripada simetrali s. Uocˇimo da vrijedi
−→
S A =
−→
S P +
−→
PA. Kvadriranjem ove jednakosti
dobivamo
−→
S A2 =
−→
S P2 + 2
−→
S P · −→PA + −→PA2.
Buduc´i da su vektori
−→
S P i
−→
PA medusobno okomiti, prema propoziciji 3.5 slijedi da je−→
S P · −→PA = 0 pa vrijedi −→S A2 = −→S P2 + −→PA2. Prema svojstvu (i) iz propozicije 3.2 vrijedi
|−→S A|2 = |−→S P|2 + |−→PA|2. (3.3)
Takoder, uocˇimo da vrijedi
−→
S B =
−→
S P +
−→
PB. Kvadriranjem ove jednakosti dobivamo
−→
S B2 =
−→
S P2 + 2
−→
S P · −→PB + −→PB2.
S obzirom na to da su vektori
−→
S P i
−→
PB medusobno okomiti, prema propoziciji 3.5 slijedi
da je
−→
S P · −→PB = 0 pa vrijedi −→S B2 = −→S P2 +−→PB2. Prema svojstvu (i) iz propozicije 3.2 vrijedi
|−→S B|2 = |−→S P|2 + |−→PB|2. (3.4)
Buduc´i da je P polovisˇte duzˇine AB, ocˇito vrijedi |PA| = |PB|, tj.
|−→PA|2 = |−→PB|2. (3.5)
Uvrsˇtavanjem (3.5) u (3.4) dobivamo da je
|−→S B|2 = |−→S P|2 + |−→PA|2. (3.6)
Iz (3.3) i (3.6) je jasno da vrijedi |−→S A|2 = |−→S B|2. Korjenovanjem dobivamo da je |−→S A| = |−→S B|,
a iz definicije 1.4 slijedi da je |S A| = |S B|.
⇐: Dana je duzˇina AB i tocˇka S koja ne pripada toj duzˇini. Znamo da vrijedi |S A| = |S B|.
Neka je tocˇka P polovisˇte duzˇine AB. Uocˇimo da vrijedi
−→
S A =
−→
S P − −→AP. Kvadriranjem
ovog izraza dobivamo −→
S A2 =
−→
S P2 − 2 −→S P · −→AP + −→AP2. (3.7)
Takoder, uocˇimo da vrijedi
−→
S B =
−→
S P +
−→
PB. Kvadriranjem ovog izraza dobivamo
−→
S B2 =
−→
S P2 + 2
−→
S P · −→PB + −→PB2. (3.8)
Buduc´i da je |S A| = |S B|, onda je |S A|2 = |S B|2. S obzirom na to da duljine vektora −→S A i−→
S B odgovaraju duljinama duzˇina S A i S B, slijedi |−→S A|2 = |−→S B|2. Nadalje, prema svojstvu
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(i) iz propozicije 3.2 slijedi da je
−→
S A2 =
−→
S B2. Uvrsˇtavanjem izraza (3.7) i (3.8) u jednakost−→
S A2 =
−→
S B2 dobivamo
−→
S P2 − 2 −→S P · −→AP + −→AP2 = −→S P2 + 2 −→S P · −→PB + −→PB2. (3.9)
Buduc´i da je P polovisˇte duzˇine AB, tada vrijedi
−→
AP =
−→
PB, tj.
−→
AP2 =
−→
PB2. Iz tog razloga
je jednakost (3.9) ekvivalentna sljedec´oj
4
−→
S P · −→AP = 0.
Dijeljenjem cijelog izraza s 4 dobivamo da je
−→
S P · −→AP = 0. Iz ovoga, prema propoziciji
3.5, zakljucˇujemo da su
−→
S P i
−→
AP medusobno okomiti vektori. Buduc´i da su vektori
−→
AB
i
−→
AP kolinearni (jer oba pripadaju pravcu AB), vektor
−→
S P je okomit i na vektor
−→
AB. Uz
to, zavrsˇna tocˇka P vektora
−→
S P je polovisˇte duzˇine AB. Iz ovih dviju cˇinjenica mozˇemo
zakljucˇiti da vektor
−→
S P pripada pravcu koji je okomit na duzˇinu AB i da prolazi njenim
polovisˇtem P. Iz ovoga ocˇito slijedi da tocˇka S pripada simetrali s duzˇine AB. 
Primjenom skalarnog produkta moguc´e je dokazati i poznati poucˇak o tri okomice.
Teorem 3.11. [14] [15] (Poucˇak o tri okomice) Neka je pravac c okomit na ravninu pi u
tocˇki O. Ako pravac a prolazi tocˇkom O i okomito sijecˇe pravac b u tocˇki A, onda su pravci
CA i b takoder medusobno okomiti, pri cˇemu su C ∈ c, a ⊂ pi i b ⊂ pi.
Slika 3.7.
Dokaz. Neka je C proizvoljna tocˇka koja pripada pravcu c takva da je C , O te neka je B
bilo koja tocˇka koja pripada pravcu b za koju vrijedi B , A. Kako bismo dokazali da su
pravci CA i b medusobno okomiti, dovoljno je dokazati da vrijedi
−→
CA · −→AB = 0. Uocˇimo
da vrijedi
−→
CA =
−−→
CO +
−→
OA. Stoga je
POGLAVLJE 3. SKALARNI PRODUKT 23
−→
CA · −→AB = (−−→CO + −→OA) · −→AB.
Iz distributivnosti skalarnog mnozˇenja prema zbrajanju vektora slijedi
−→
CA · −→AB = −−→CO · −→AB + −→OA · −→AB.
S obzirom na to da je pravac c okomit na ravninu pi, okomit je na bilo koji pravac koji
pripada toj ravnini. To povlacˇi da je pravac c okomit na pravac b. Iz toga slijedi da je−−→
CO · −→AB = 0. Buduc´i da su pravci a i b medusobno okomiti, onda su okomiti i vektori −→OA i−→
AB pa, prema propoziciji 3.5, slijedi da je
−→
OA · −→AB = 0. Sada je jasno vrijedi −→CA · −→AB = 0,
tj. da su vektori
−→
CA i
−→
AB medusobno okomiti pa su okomiti i pravci CA i b. 
Sljedec´i zadatak se pojavio na Drzˇavnom natjecanju iz matematike 2006. godine. Zadan
je ucˇenicima 3. razreda srednje sˇkole koji su tada vec´ ucˇili vektore i skalarni produkt. U
sluzˇbenim rjesˇenjima zadatak je rijesˇen na dva nacˇina - vektorski i planimetrijski. Ovdje
donosimo detaljno raspisano sluzˇbeno rjesˇenje ovog zadatka pomoc´u vektora.
Primjer 3.12. [1] (Drzˇavno natjecanje, 2006., 3. razred srednje sˇkole, A varijanta) U je-
dnakokracˇnom trokutu ABC s krakovima AB i AC, D je polovisˇte osnovice BC. Neka
je tocˇka E nozˇisˇte okomice iz D na stranicu AB te F polovisˇte duzˇine DE. Dokazˇite da je
AF okomito na EC.
Slika 3.8.
Rjesˇenje. Uocˇimo najprije da vrijedi
−→
AF =
−→
AE +
−→
EF. Buduc´i da je F polovisˇte duzˇine DE,
onda je
−→
EF = 12
−−→
ED pa vrijedi
−→
AF =
−→
AE + 12
−−→
ED. Takoder, uocˇimo da je
−→
CE =
−−→
CD +
−−→
DE.
S obzirom na to da je trokut ABC jednakokracˇan, nozˇisˇte D visine na osnovicu BC tog
trokuta ujedno je i polovisˇte te osnovice. Stoga, vrijedi
−−→
CD =
−→
DB pa je
−→
CE =
−→
DB +
−−→
DE.
Imajuc´i na umu da je
−→
DB =
−−→
DE +
−→
EB i
−−→
DE = −−−→ED slijedi
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−→
CE = −−−→ED + −→EB − −−→ED = −→EB − 2 −−→ED.
Skalarnim mnozˇenjem vektora
−→
AF i
−→
CE dobivamo
−→
AF · −→CE =
(−→
AE +
1
2
−−→
ED
)
· (−→EB − 2 −−→ED)
=
−→
AE · −→EB − 2 −→AE · −−→ED + 1
2
−−→
ED · −→EB − −−→ED · −−→ED.
Buduc´i da je AB⊥ED, onda je i −→AE⊥−−→ED pa, prema propoziciji 3.5, vrijedi
−→
AE · −−→ED = 0. (3.10)
Analogno se pokazˇe da vrijedi
−−→
ED · −→EB = 0. Iz ovih cˇinjenica slijedi
−→
AF · −→CE = −→AE · −→EB − −−→ED · −−→ED. (3.11)
Za vektor
−→
AE vrijedi
−→
AE =
−→
AD +
−−→
DE, odnosno
−→
AE =
−→
AD − −−→ED. Stoga je
−→
AE · −→EB = (−→AD − −−→ED) · −→EB = −→AD · −→EB − −−→ED · −→EB.
Vec´ smo se uvjerili da je
−−→
ED · −→EB = 0. Stoga je −→AE · −→EB = −→AD · −→EB. Nadalje, buduc´i da je−→
EB =
−−→
ED +
−→
DB, vrijedi
−→
AE · −→EB = −→AD · (−−→ED + −→DB) = −→AD · −−→ED + −→AD · −→DB.
Buduc´i da je visina AD okomita na osnovicu BC trokuta ABC, onda su okomiti i pravci AD
i BC kojima one pripadaju. S obzirom na to da su pravci AD i BC ujedno i nositelji vektora−→
AD i
−→
BC, to povlacˇi da su i navedeni vektori medusobno okomiti pa, prema propoziciji 3.5,
vrijedi
−→
AD · −→BC = 0. Iz kolinearnosti vektora −→BC i −→DB slijedi −→AD · −→DB = 0. Sada imamo
−→
AE · −→EB = −→AD · −−→ED. (3.12)
Uvrsˇtavanjem izraza (3.12) u jednakost (3.11) dobivamo
−→
AF · −→CE = −→AD · −−→ED − −−→ED · −−→ED = (−→AD − −−→ED) · −−→ED.
Dakle, vrijedi
−→
AF · −→CE = −→AE · −−→ED.
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Iz relacije (3.10) znamo da je
−→
AE · −−→ED = 0. Iz toga slijedi da je −→AF · −→CE = 0 pa, prema
propoziciji 3.5, zakljucˇujemo da su vektori
−→
AF i
−→
CE medusobno okomiti, a onda su okomiti
i pravci AF i CE kojima oni pripadaju.
Za kraj ovog poglavlja donosimo rjesˇenje jednog zadatka u kojem su vektori zadani svojim
koordinatnim prikazima u ortonormiranoj bazi.
Primjer 3.13. [15] Zadane su tocˇke A(1,−1, 2), B(7, 2, 4) i C (−2, 1, 8). Dokazˇite da je
trokut ABC jednakokracˇan i pravokutan s pravim kutom pri vrhu A.
Rjesˇenje. Kako bismo dokazali da je trokut ABC pravokutan s pravim kutom pri vrhu A,
dovoljno je dokazati da su vektori
−→
AB i
−→
AC medusobno okomiti. Prikazˇimo sada vektore−→
AB i
−→
AC u ortonormiranoj bazi {~i, ~j,~k} za V3. Imamo
−→
AB = (7 − 1)~i + (2 + 1)~j + (4 − 2)~k = (6, 3, 2),
i
−→
AC = (−2 − 1)~i + (1 + 1)~j + (8 − 2)~k = (−3, 2, 6).
Primjenom propozicije 3.7 odredimo skalarni umnozˇak vektora
−→
AB i
−→
AC. Imamo
−→
AB · −→AC = (6, 3, 2) · (−3, 2, 6) = 6 · (−3) + 3 · 2 + 2 · 6 = −18 + 6 + 12 = 0.
Buduc´i da za vektore
−→
AB i
−→
AC zadane pravokutnim koordinatama vrijedi
−→
AB · −→AC = 0,
prema korolaru 3.8 zakljucˇujemo da su
−→
AB i
−→
AC medusobno okomiti vektori. Dakle, trokut
ABC je zaista pravokutan s pravim kutom pri vrhu A.
Trebamo josˇ provjeriti je li trokut ABC jednakokracˇan. Buduc´i da je kut pri vrhu A tro-
kuta ABC pravi, trokut ABC c´e biti jednakokracˇan ako i samo ako su velicˇine kutova pri
vrhovima B i C jednake, odnosno ako i samo ako su stranice nasuprot tih kutova jednakih
duljina. Drugim rijecˇima, treba vrijediti |AB| = |AC|, odnosno |−→AB| = |−→AC|. Primjenom
korolara 3.9 odredimo duljine vektora
−→
AB i
−→
AC. Imamo
|−→AB| = √62 + 32 + 22 = √36 + 9 + 4 = √49 = 7
i
|−→AC| = √(−3)2 + 22 + 62 = √9 + 4 + 36 = √49 = 7.
Uocˇavamo da su duljine vektora
−→
AB i
−→
AC jednake pa mozˇemo zakljucˇiti da je trokut ABC
zaista jednakokracˇan s krakovima AB i AC.
Poglavlje 4
Vektorski produkt
U ovom poglavlju c´emo definirati operaciju mnozˇenja vektora kojoj je rezultat ponovno
vektor. Ta operacija se naziva vektorsko mnozˇenje. Posebnost vektorskog mnozˇenja je u
tome da se ono definira samo u vektorskom prostoru V3. Naime, ne postoji analogon ove
operacije u V2 ili nekom vektorskom prostoru dimenzije vec´e od 3. U prvom dijelu ovog
poglavlja c´emo iskazati i dokazati najvazˇnija svojstva vektorskog mnozˇenja te c´emo izrec´i
i neke posljedice tih svojstava. U drugom dijelu ovog poglavlja vektorskom metodom
dokazujemo razne planimetrijske i stereometrijske tvrdnje primjenom definicije i svojstava
vektorskog mnozˇenja. Uvodne definicije, propozicije i njihove dokaze te korolare nalazimo
u sljedec´im izvorima: [4], [6], [8] i [11].
Prije nego sˇto definiramo novu operaciju nad vektorima u V3 uvedimo pojam desne (desno
orijentirane ili pozitivno orijentirane) baze vektorskog prostora V3. ”Za bazu {~a, ~b, ~c} od
V3 kazˇemo da je desno orijentirana ili desna ako promatrajuc´i s vrha vektora ~c uocˇavamo
obilazak od vektora ~a do vektora ~b krac´im putom kao obilazak u smjeru suprotnom od
smjera kazaljke na satu (pozitivan obilazak)” [4, str. 30]. Na slici 4.1. je prikazan tipicˇan
primjer desne baze {~a, ~b, ~c} vektorskog prostora V3.
Slika 4.1.
Pri utvrdivanju je li baza desno orijentirana mogu nam pomoc´i dva pravila - pravilo desne
26
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ruke i pravilo desnog vijka. ”Kod pravila desne ruke ispruzˇeni palac pokazuje prvi vektor,
ispruzˇeni kazˇiprst pokazuje drugi vektor, a savinuti srednji prst trec´i vektor. Kod pravila
desnog vijka zaokruzˇenim prstima od kazˇiprsta do malog prsta pokazujemo obilazak od
prvog do drugog vektora, a trec´i vektor je odreden ispruzˇenim palcom” [4, str. 30].
Definicija 4.1. Vektorsko mnozˇenje je preslikavanje × : V3 × V3 −→ V3 koje svakom paru
vektora ~a, ~b ∈ V3 pridruzˇuje vektor ~a × ~b ∈ V3 za koji vrijedi
(1) ako su vektori ~a i ~b kolinearni, onda je ~a × ~b = ~0,
(2) ako vektori ~a i ~b nisu kolinearni, onda je:
(a) modul vektora ~a × ~b dan je s |~a × ~b| = |~a||~b| sin ^(~a, ~b),
(b) ~a × ~b ⊥ ~a, ~a × ~b ⊥ ~b, tj. vektor ~a × ~b je okomit na ravninu odredenu vektorima
~a i ~b,
(c) uredena trojka (~a, ~b, ~a × ~b) cˇini tzv. desnu bazu prostora V3.
Rezultat vektorskog mnozˇenja vektora nazivamo vektorskim umnosˇkom ili vektorskim pro-
duktom vektora ~a i ~b.
Slika 4.2.
Sljedec´a propozicija daje geometrijsku interpretaciju modula vektorskog produkta.
Propozicija 4.2. Modul |~a×~b| vektorskog produkta ~a×~b jednak je povrsˇini paralelograma
razapetog nekolinearnim vektorima ~a, ~b ∈ V3.
Dokaz. Neka je ABCD paralelogram razapet nekolinearnim vektorima ~a =
−→
AB i ~b =
−→
AD.
Neka je N nozˇisˇte visine v iz vrha D na stranicu AB paralelograma ABCD. Uocˇimo da je
trokut AND pravokutan s pravim kutom pri vrhu N. Iz trigonometrije pravokutnog trokuta
slijedi da je
sinα =
v
|AD| ,
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Slika 4.3.
pri cˇemu je α velicˇina kuta pri vrhu A trokuta AND. Buduc´i da je |AD| = |−→AD| = |~b|,
iz prethodnog izraza dobivamo da je v = |~b| sinα. Povrsˇina P paralelograma opc´enito se
racˇuna kao umnozˇak duljine jedne njegove stranice i duljine visine na tu stranicu. Stoga,
za paralelogram ABCD vrijedi P = |AB| · v. Buduc´i da je |AB| = |−→AB| = |~a| i v = |~b| sinα,
zakljucˇujemo da je P = |~a||~b| sinα, a prema (2) iz definicije 4.1 slijedi da za povrsˇinu
paralelograma ABCD vrijedi P = |~a × ~b|. 
Buduc´i da svaki trokut mozˇemo interpretirati kao polovinu paralelograma kojeg odreduju
vektori dviju stranica tog trokuta te zbog cˇinjenice da je povrsˇina paralelograma jednaka
modulu vektorskog produkta dvaju nekolinearnih vektora koji ga razapinju, mozˇemo za-
kljucˇiti da je povrsˇina trokuta jednaka polovini modula vektorskog produkta vektora svojih
dviju stranica.
Propozicija 4.3. Vektori ~a, ~b ∈ V3 su kolinearni ako i samo ako vrijedi ~a × ~b = ~0.
Dokaz. ⇒: Ako su ~a i ~b kolinearni vektori, onda prema (1) iz definicije 4.1 slijedi ~a×~b = ~0.
⇐: Neka su ~a, ~b ∈ V3 takvi da je ~a × ~b = ~0. Pretpostavimo da ~a i ~b nisu kolinearni vektori.
Tada prema (2) iz definicije 4.1 slijedi
|~a × ~b| = |~a||~b| sin ^(~a, ~b) = 0.
Da bi izraz |~a||~b| sin ^(~a, ~b) bio jednak nuli, treba vrijediti |~a| = 0 ili |~b| = 0 ili sin ^(~a, ~b) = 0.
Odnosno, ~a = ~0 ili ~b = ~0 ili ^(~a, ~b) ∈ {0, pi}. Ako je ~a = ~0, onda je ~a kolinearan s bilo
kojim vektorom iz V3 pa tako i s vektorom ~b, a to je u kontradikciji s pretpostavkom da ~a
i ~b nisu kolinearni vektori. Analogno zakljucˇujemo i u slucˇaju kada je ~b = ~0. Nadalje, ako
vrijedi ^(~a, ~b) = 0, onda je ~a = ~b, a znamo da su jednaki vektori kolinearni pa je to opet u
kontradikciju s pretpostavkom. Napokon, ako je ^(~a, ~b) = pi, onda vektori ~a i ~b pripadaju
istom pravcu pa su ocˇito kolinearni. Dakle, i u ovom slucˇaju smo dobili kontradikciju s
pretpostavkom. Buduc´i da smo razmatranjem svih moguc´nosti dosˇli do kontradikcije s
pretpostavkom da ~a i ~b nisu kolinearni vektori, zakljucˇujemo da oni moraju biti kolinearni.
Dakle, ~a × ~b = ~0 ako su ~a i ~b kolinearni. 
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Korolar 4.4. Za svaki ~a ∈ V3 vrijedi ~a × ~a = ~0.
U nastavku donosimo osnovna svojstva vektorskog mnozˇenja.
Propozicija 4.5. Za sve ~a, ~b, ~c ∈ V3 i za svaki λ ∈ R vrijedi:
(1) ~a × ~b = −~b × ~a (antikomutativnost),
(2) (λ~a) × ~b = λ (~a × ~b) (kvaziasocijativnost),
(3) (~a + ~b) × ~c = ~a × ~c + ~b × ~c (distributivnost prema zbrajanju vektora).
Dokaz.
(1) Odredimo najprije module vektora ~a×~b i ~b×~a. Prema (2) iz definicije 4.1 slijedi da
je |~a×~b| = |~a||~b| sin ^(~a, ~b) i |~b×~a| = |~b||~a| sin ^(~b, ~a). Zbog komutativnosti mnozˇenja
realnih brojeva i cˇinjenice da je ^(~a, ~b) = ^(~b, ~a) zakljucˇujemo da su moduli vektora
~a×~b i ~b×~a jednaki. Smjerovi vektora ~a×~b i ~b×~a su isti (jer su oba vektora okomita
na ravninu razapetu vektorima ~a i ~b), ali su njihove orijentacije suprotne. Iz toga
slijedi da je ~a × ~b = −~b × ~a.
(2) Za λ = 0 tvrdnja ocˇito vrijedi.
Ako je λ > 0, onda su λ~a i ~a kolinearni vektori iste orijentacije pa vrijedi ^(λ~a, ~b) =
^(~a, ~b). Za module vektora (λ~a) × ~b i λ (~a × ~b) vrijedi
|(λ~a) × ~b| = |λ~a||~b| sin ^(λ~a, ~b) = |λ||~a||~b| sin ^(λ~a, ~b) = λ |~a||~b| sin ^(~a, ~b)
i
|λ (~a × ~b)| = |λ||~a × ~b| = λ |~a||~b| sin ^(~a, ~b).
Uocˇavamo da za λ > 0 vektori (λ~a)×~b i λ (~a×~b) imaju jednake module. Takoder, za
λ > 0 vektori (λ~a) × ~b i λ (~a × ~b) imaju isti smjer i istu orijentaciju. Iz toga mozˇemo
zakljucˇiti da su vektori (λ~a) × ~b i λ (~a × ~b) jednaki kada je λ > 0.
Ako je λ < 0, onda su λ~a i ~a kolinearni vektori suprotne orijentacije pa vrijedi
^(λ~a, ~b) = pi−^(~a, ~b). Zbog toga vrijedi i sin ^(λ~a, ~b) = sin(pi−^(~a, ~b)) = sin ^(~a, ~b).
Odredimo sada module vektora (λ~a) × ~b i λ (~a × ~b). Imamo
|(λ~a) × ~b| = |λ~a||~b| sin ^(λ~a, ~b) = |λ||~a||~b| sin ^(λ~a, ~b) = −λ |~a||~b| sin ^(~a, ~b)
i
|λ (~a × ~b)| = |λ||~a × ~b| = −λ |~a||~b| sin ^(~a, ~b).
POGLAVLJE 4. VEKTORSKI PRODUKT 30
Uocˇavamo da za λ < 0 vektori (λ~a)×~b i λ (~a×~b) imaju jednake module. Takoder, za
λ < 0 vektori (λ~a) × ~b i λ (~a × ~b) imaju isti smjer i istu orijentaciju. Iz toga mozˇemo
zakljucˇiti da su vektori (λ~a) × ~b i λ (~a × ~b) jednaki kada je λ < 0.
Dakle, dokazali smo da tvrdnja vrijedi za svaki λ ∈ R.

Svojstvo (3) iz propozicije 4.5 c´emo dokazati nakon sˇto dokazˇemo propoziciju 4.7.
Korolar 4.6. Za sve ~a, ~b, ~c ∈ V3 i za svaki λ ∈ R vrijedi:
(2’) ~a × (λ~b) = λ (~a × ~b) (kvaziasocijativnost),
(3’) ~a × (~b + ~c) = ~a × ~b + ~a × ~c (distributivnost prema zbrajanju vektora).
U nastavku donosimo osnovne tvrdnje vezane uz vektorski produkt kada su vektori zadani
svojim koordinatnim prikazima u desnoj ortonormiranoj bazi.
Propozicija 4.7. Neka je {~i, ~j,~k} desna ortonormirana baza vektorskog prostora V3 i neka
su ~a = (α1, α2, α3) i ~b = (β1, β2, β3) bilo koja dva vektora iz V3 dana svojim pravokutnim
koordinatama. Tada vrijedi
~a × ~b =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
α1 α2 α3
β1 β2 β3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
Dokaz. S obzirom na to da je {~i, ~j,~k} desna ortonormirana baza vektorskog prostora V3,
vrijedi~i× ~j = ~k, ~j×~k =~i i ~k×~i = ~j. Zbog antikomutativnosti vektorskog mnozˇenja vrijedi
~j ×~i = −~i × ~j = −~k, ~k × ~j = −~j × ~k = −~i i~i × ~k = −~k ×~i = −~j. Prema korolaru 4.4 vrijedi
~i×~i = ~0, ~j×~j = ~0 i ~k×~k = ~0. Odredimo sada ~a×~b primjenom upravo navedenih svojstava.
Imamo
~a × ~b = (α1~i + α2 ~j + α3~k) × (β1~i + β2 ~j + β3~k)
= α1 β1 (~i ×~i) + α1 β2 (~i × ~j) + α1 β3 (~i × ~k) + α2 β1 (~j ×~i) + α2 β2 (~j × ~j)
+ α2 β3 (~j × ~k) + α3 β1 (~k ×~i) + α3 β2 (~k × ~j) + α3 β3 (~k × ~k)
= α1 β1~0 + α1 β2~k − α1 β3 ~j − α2 β1~k + α2 β2~0 + α2 β3~i + α3 β1 ~j
− α3 β2~i + α3 β3~0
= (α2 β3 − α3 β2)~i + (α3 β1 − α1 β3)~j + (α1 β2 − α2 β1)~k.
Dobiveni rezultat mozˇemo pregledno zapisati pomoc´u determinante trec´eg reda pa imamo
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~a × ~b =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
α1 α2 α3
β1 β2 β3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

Korolar 4.8. Vektori ~a = (α1, α2, α3), ~b = (β1, β2, β3) ∈ V3 zadani svojim pravokutnim
koordinatama su kolinearni ako i samo ako je∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
α1 α2 α3
β1 β2 β3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ~0.
Sada mozˇemo primjenom propozicije 4.7 dokazati svojstvo (3) iz propozicije 4.5.
Dokaz.
(3) Neka su vektori ~a = (α1, α2, α3), ~b = (β1, β2, β3) i ~c = (γ1, γ2, γ3) dani svojim ko-
ordinatnim prikazima u desnoj ortonormiranoj bazi {~i, ~j,~k}. Tada vrijedi ~a + ~b =
(α1 + β1, α2 + β2, α3 + β3) pa je
(~a + ~b) × ~c = (α1 + β1, α2 + β2, α3 + β3) × (γ1, γ2, γ3).
Prema propoziciji 4.7 slijedi
(~a + ~b) × ~c =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
α1 + β1 α2 + β2 α3 + β3
γ1 γ2 γ3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
Nadalje, vrijedi
(~a + ~b) × ~c =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
α1 α2 α3
γ1 γ2 γ3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
β1 β2 β3
γ1 γ2 γ3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
Primjenom propozicije 4.7 na desnu stranu prethodne jednakosti dobivamo da je
(~a + ~b) × ~c = ~a × ~c + ~b × ~c.

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Vektorski produkt ima velike primjene pri racˇunanju povrsˇina ravninskih likova, kao i pri
dokazivanju tvrdnji s povrsˇinama. Pri dokazivanju planimetrijskih problema s povrsˇinama
na osobit nacˇin se primjenjuje propozicija 4.2 u kojoj je dana geometrijska interpretacija
vektorskog produkta. U nastavku donosimo nekoliko zadataka s povrsˇinama u kojima
c´emo primijeniti razna svojstva vektorskog mnozˇenja.
Primjer 4.9. [8] Stranice AB, BC i CA trokuta ABC produlje se redom preko vrhova B, C
i A za duljinu same stranice do tocˇaka M, N i P. Odredite omjer povrsˇina trokuta MNP i
ABC.
Slika 4.4.
Rjesˇenje. Neka je baza {−→AB,−→AC} baza vektorskog prostora V2. Buduc´i da je povrsˇinu tro-
kuta ABC jednaka polovini povrsˇine paralelograma razapetog vektorima
−→
AB i
−→
AC, vrijedi
PABC =
1
2
|−→AB × −→AC|. (4.1)
Uocˇimo da vrijedi
−→
BC =
−→
BA +
−→
AC, odnosno
−→
BC = −−→AB + −→AC. Buduc´i da je stranica AB
trokuta ABC produljena preko vrha B za svoju vlastitu duljinu do tocˇke M, onda vrijedi
−−→
AM = 2
−→
AB. (4.2)
Stranica BC trokuta ABC je preko vrha C produljena za svoju vlastitu duljinu do tocˇke N
pa vrijedi
−−→
BN = 2
−→
BC. S obzirom na to da je
−→
BC = −−→AB+−→AC, slijedi −→BN = 2 (−−→AB+−→AC),
odnosno −→
BN = −2 −→AB + 2 −→AC. (4.3)
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Stranica CA trokuta ABC je preko vrha A produljena za svoju vlastitu duljinu do tocˇke P
pa vrijedi
−→
CP = 2
−→
CA, odnosno −→
CP = −2 −→AC. (4.4)
Prikazˇimo vektor
−−→
MN kao linearnu kombinaciju vektora baze. Najprije uocˇimo da vrijedi−−→
MN =
−−→
MA+
−→
AB+
−−→
BN, odnosno
−−→
MN = −−−→AM+−→AB+−→BN. Uvrsˇtavanjem izraza (4.2) i (4.3)
u prethodnu jednakost dobivamo da je
−−→
MN = −2 −→AB + −→AB − 2 −→AB + 2 −→AC, tj.
−−→
MN = −3 −→AB + 2 −→AC. (4.5)
Prikazˇimo sada vektor
−−→
MP kao linearnu kombinaciju vektora baze. Primijetimo da vrijedi−−→
MP =
−−→
MA+
−→
AC +
−→
CP, odnosno
−−→
MP = −−−→AM +−→AC +−→CP. Uvrsˇtavanjem izraza (4.2) i (4.4)
u prethodnu jednakost dobivamo
−−→
MP = −2 −→AB + −→AC − 2 −→AC, odnosno
−−→
MP = −2 −→AB − −→AC. (4.6)
Buduc´i da je povrsˇina trokuta MNP jednaka polovini modula vektorskog produkta vektora−−→
MN i
−−→
MP, vrijedi
PMNP =
1
2
|−−→MN × −−→MP|.
Uvrsˇtavanjem izraza (4.5) i (4.6) u prethodnu jednakost te primjenom svojstava vekto-
rskog mnozˇenja iz propozicije 4.5 i korolara 4.4 dobivamo
PMNP =
1
2
|(−3 −→AB + 2 −→AC) × (−2 −→AB − −→AC)|
=
1
2
|6 −→AB × −→AB + 3 −→AB × −→AC − 4 −→AC × −→AB − 2 −→AC × −→AC|
=
1
2
|3 −→AB × −→AC − 4 −→AC × −→AB|
=
1
2
|3 −→AB × −→AC + 4 −→AB × −→AC|
=
1
2
|7 −→AB × −→AC|
= 7
(1
2
|−→AB × −→AC|
)
.
Sada je iz (4.1) jasno da vrijedi PMNP = 7 PABC pa je trazˇeni omjer PMNP : PABC = 7 : 1.
Sljedec´i zadatak se pojavio na Zˇupanijskom natjecanju iz matematike 2005. godine te je
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zadan ucˇenicima 1. razreda srednje sˇkole. U sluzˇbenim rjesˇenjima ovoga zadatka nema
dokaza zadane tvrdnje pomoc´u vektorske metode. Ondje je zadatak rijesˇen na dva nacˇina
primjenom metode povrsˇina. Mi c´emo ovdje pokazati kako se ovaj natjecateljski zadatak
mozˇe rijesˇiti primjenom vektorske metode, tocˇnije primjenom definicije i svojstava vekto-
rskog mnozˇenja.
Primjer 4.10. [12] (Zˇupanijsko natjecanje, 2005., 1. razred srednje sˇkole) Na stranicama
AB i AD paralelograma ABCD odabrane su redom tocˇke E i F takve da je EF ‖ BD.
Dokazˇite da trokuti BCE i CDF imaju jednake povrsˇine.
Slika 4.5.
Rjesˇenje. Uocˇimo najprije da duzˇine AE i AB pripadaju pravcu AB. Takoder, jasno je da
duzˇine FA i DA pripadaju pravcu DA. Iz teksta zadatka znamo da vrijedi EF ‖ BD pa je
onda zadovoljeno i EF ‖ BD. Sada je jasno da dva para odgovarajuc´ih stranica trokuta
AEF i ABD lezˇe na istim pravcima dok preostali par njihovih stranica pripada dvama
paralelnim pravcima. Iz toga zakljucˇujemo da su trokuti AEF i ABD slicˇni s koeficijentom
slicˇnosti k ∈ R, pri cˇemu je 0 < k < 1.
Neka je ~a =
−→
AB i ~b =
−→
AD. Tada, zbog slicˇnosti trokuta AEF i ABD, vrijedi
−→
AE = k · −→AB =
k · ~a. Iz istog razloga vrijedi i −→AF = k · −→AD = k · ~b. Uocˇimo da je
−→
EB =
−→
EA +
−→
AB =
−→
AB − −→AE = ~a − k ~a = (1 − k) ~a
i
−−→
FD =
−→
FA +
−→
AD =
−→
AD − −→AF = ~b − k ~b = (1 − k) ~b.
Promotrimo trokut BCE. Njegova je povrsˇina, u oznaci PBCE, jednaka polovini povrsˇine
paralelograma razapetog vektorima
−→
BC i
−→
BE. Drugim rijecˇima, povrsˇina trokuta BCE je
jednaka polovini modula vektorskog produkta vektora
−→
BC i
−→
BE. Dakle, vrijedi
PBCE =
1
2
|−→BC × −→BE|. (4.7)
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Buduc´i da su BC i AD nasuprotne stranice paralelograma ABCD, zakljucˇujemo da su ve-
ktori
−→
BC i
−→
AD jednaki jer imaju isti smjer i istu orijentaciju te jednake duljine. Iz toga
slijedi da je −→
BC = ~b. (4.8)
Takoder, jasno je da vrijedi i −→
BE = −(1 − k) ~a. (4.9)
Prema definiciji vektorskog mnozˇenja, iz (4.7) slijedi
PBCE =
1
2
|−→BC||−→BE| sin β,
pri cˇemu je β velicˇina kuta sˇto ga zatvaraju stranice BC i EB trokuta BCE. Uvrsˇtavanjem
izraza (4.8) i (4.9) u prethodnu jednakost dobivamo
PBCE =
1
2
|~b|| − (1 − k) ~a| sin β,
odnosno
PBCE =
1
2
(1 − k)|~a||~b| sin β. (4.10)
Promotrimo sada trokut CDF. Njegova je povrsˇina, u oznaci PCDF , jednaka polovini mo-
dula vektorskog produkta vektora
−−→
DF i
−−→
DC. Dakle, imamo
PCDF =
1
2
|−−→DF × −−→DC|. (4.11)
Uocˇimo da vrijedi −−→
DF = −−−→FD = −(1 − k) ~b. (4.12)
Takoder, kako su AB i DC nasuprotne stranice paralelograma ABCD, onda su one paralelne
i jednakih duljina pa vrijedi
−−→
DC =
−→
AB, odnosno
−−→
DC = ~b. (4.13)
Prema definiciji vektorskog mnozˇenja, iz (4.11) slijedi
PCDF =
1
2
|−−→DF||−−→DC| sin δ,
pri cˇemu je δ velicˇina kuta sˇto ga zatvaraju stranice DF i CD trokuta CDF. Uvrsˇtavanjem
izraza (4.12) i (4.13) u prethodnu jednakost dobivamo
PCDF =
1
2
| − (1 − k) ~b||~a| sin δ,
POGLAVLJE 4. VEKTORSKI PRODUKT 36
odnosno
PCDF =
1
2
(1 − k)|~a||~b| sin δ. (4.14)
Buduc´i da su β i δ ujedno i velicˇine nasuprotnih kutova ^ABC i ^CDA paralelograma
ABCD, zakljucˇujemo da vrijedi β = δ. Iz toga proizlazi da su desne strane izraza (4.10) i
(4.14) jednake pa su onda jednake i povrsˇine trokuta BCE i CDF.
Zadatak koji c´emo rijesˇiti u nastavku zadan je na Hrvatskoj matematicˇkoj olimpijadi odrzˇa-
noj 1996. godine. Ovo natjecanje zapravo je bilo zavrsˇetak priprema ucˇenika hrvatskih
srednjih sˇkola koji su se pripremali za 37. medunarodnu matematicˇku olimpijadu koja se
iste godine odrzˇala u Indiji. U sluzˇbenim rjesˇenjima ovaj zadatak je rijesˇen na dva nacˇina.
Mi ovdje donosimo malo detaljnije raspisano rjesˇenje u kojem se primjenjuju svojstva
vektorskog mnozˇenja vektora.
Primjer 4.11. [3] (Hrvatska matematicˇka olimpijada, 1996.) Nad svakom stranom tetra-
edra ABCD konstruiran je vektor koji je okomit na tu stranu. Njegov modul je jednak
njezinoj povrsˇini i usmjeren je na vanjsku stranu tetraedra. Dokazˇite da je suma tih ve-
ktora jednaka nulvektoru.
Slika 4.6.
Rjesˇenje. Dan je tetraedar ABCD. Neka je ~a =
−→
AB, ~b =
−→
AC i ~c =
−→
AD. Neka su −→v1, −→v2, −→v3 i−→v4 redom vektori okomiti na strane ADB, ADC, ABC i BCD tetraedra ABCD te orijentirani
na njegovu vanjsku stranu.
Vektor −→v1 je okomit na stranu ADB. To povlacˇi da je okomit i na vektore ~a i ~c. Uocˇimo da
vektori ~a, ~c i −→v1 cˇine desnu bazu za V3. Uz to, duljina vektora −→v1 jednaka je povrsˇini strane
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ADB, odnosno polovini modula vektorskog produkta vektora ~a i ~c. Iz svega navedenog
jasno je da vrijedi
−→v1 = ~a × ~c2 .
Analognim zakljucˇivanjem dobivamo da vrijedi
−→v2 = ~c ×
~b
2
i −→v3 =
~b × ~a
2
.
Za vektor −→v4 koji je okomit na stranu BCD tetraedra ABCD vrijedi da je jednak polovini
vektorskog produkta vektora
−→
DB i
−−→
DC. Buduc´i da je
−→
DB =
−→
DA +
−→
AB =
−→
AB − −→AD = ~a − ~c i−−→
DC =
−→
DA +
−→
AC =
−→
AC − −→AD = ~b − ~c, slijedi da je
−→v4 = (~a − ~c) × (
~b − ~c)
2
,
odnosno
−→v4 = (~a + (−~c)) × (
~b + (−~c))
2
.
Iz distributivnosti vektorskog mnozˇenja prema zbrajanju vektora slijedi
−→v4 = ~a × (
~b + (−~c)) + (−~c) × (~b + (−~c))
2
.
Prema svojstvu (3’) iz korolara 4.6 vrijedi
−→v4 = ~a ×
~b + ~a × (−~c) + (−~c) × ~b + (−~c) × (−~c)
2
.
Primjenom svojstva (2) iz propozicije 4.5, odnosno svojstva (2’) iz korolara 4.6 slijedi
−→v4 = ~a ×
~b
2
− ~a × ~c
2
− ~c ×
~b
2
+
~c × ~c
2
.
Zbog antikomutativnosti vektorskog mnozˇenja vrijedi ~a×~b = −~b×~a, a prema korolaru 4.4
vrijedi ~c × ~c = ~0. Stoga je
−→v4 = −
~b × ~a
2
− ~a × ~c
2
− ~c ×
~b
2
.
Zbrajanjem vektora −→v1, −→v2, −→v3 i −→v4 dobivamo
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−→v1 + −→v2 + −→v3 + −→v4 = ~a × ~c2 +
~c × ~b
2
+
~b × ~a
2
−
~b × ~a
2
− ~a × ~c
2
− ~c ×
~b
2
= ~0,
a to smo i trebali dokazati.
Sada c´emo dokazati jednu tvrdnju u kojoj c´e vektori biti zadani u pravokutnim koordina-
tama.
Primjer 4.12. Zadane su tocˇke A(1,−2, 2), B(4,−3,−1), C (3,−6, 0), D(2, 3,−2), E (−1, 4, 1)
i F (1, 0,−1). Dokazˇite da trokuti ABC i DEF imaju jednake povrsˇine.
Rjesˇenje. Kako bismo odredili povrsˇinu P1 trokuta ABC potrebno je izracˇunati polovinu
modula vektorskog produkta vektora
−→
AB i
−→
AC koji ga odreduju. Odredimo, stoga, koordi-
natne prikaze ovih vektora u ortonormiranoj bazi za V3. Imamo
−→
AB = (4 − 1)~i + (−3 + 2)~j + (−1 − 2)~k = 3~i − ~j − 3~k = (3,−1,−3),
−→
AC = (3 − 1)~i + (−6 + 2)~j + (0 − 2)~k = 2~i − 4~j − 2~k = (2,−4,−2).
Vektorskim mnozˇenjem vektora
−→
AB i
−→
AC dobivamo
−→
AB × −→AC =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
3 −1 −3
2 −4 −2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2~i − 6~j − 12~k + 2~k − 12~i + 6~j = −10~i − 10~k = (−10, 0,−10).
Povrsˇinu P1 trokuta ABC dobit c´emo kao polovinu duljine vektora
−→
AB × −→AC. Primjenom
korolara 3.9 dobivamo da je
P1 =
1
2
|−→AB × −→AC| = 1
2
√
(−10)2 + 02 + (−10)2 = 1
2
√
200 =
1
2
· 10√2 = 5√2.
Dakle, povrsˇina trokuta ABC iznosi 5
√
2.
Analogno, povrsˇinu P2 trokuta DEF dobit c´emo kao polovinu modula vektorskog produkta
vektora
−−→
DE i
−−→
DF kojima je taj trokut odreden. Stoga, odredimo najprije njihove prikaze u
pravokutnim koordinatama. Imamo
−−→
DE = (−1 − 2)~i + (4 − 3)~j + (1 + 2)~k = −3~i + ~j + 3~k = (−3, 1, 3),
−−→
DF = (1 − 2)~i + (0 − 3)~j + (−1 + 2)~k = −~i − 3~j + ~k = (−1,−3, 1).
Vektorskim mnozˇenjem vektora
−−→
DE i
−−→
DF dobivamo
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−−→
DE × −−→DF =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
−3 1 3
−1 −3 1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =~i − 3~j + 9~k + ~k + 9~i + 3~j = 10~i + 10~k = (10, 0, 10).
Povrsˇina P2 trokuta DEF jednaka je polovini duljine vektora
−−→
DE × −−→DF. Stoga, imamo
P2 =
1
2
|−−→DE × −−→DF| = 1
2
√
102 + 02 + 102 =
1
2
√
200 =
1
2
· 10√2 = 5√2.
Dakle, povrsˇina trokuta DEF iznosi 5
√
2.
Buduc´i da vrijedi P1 = P2 = 5
√
2, zakljucˇujemo da su povrsˇine trokuta ABC i DEF zaista
jednake.
Poglavlje 5
Mjesˇoviti produkt
Ovo poglavlje donosi josˇ jedan nacˇin na koji se mogu mnozˇiti vektori. Radi se o tzv.
mjesˇovitom ili vektorsko-skalarnom mnozˇenju. Rezultat mjesˇovitog mnozˇenja vektora
je skalar. Kao i u slucˇaju skalarnog i vektorskog mnozˇenja, i ovdje c´emo iskazati i doka-
zati bitna svojstva mjesˇovitog mnozˇenja vektora te c´emo izrec´i i posljedice nekih njego-
vih svojstava. Takoder, primjenom vektorske metode c´emo rijesˇiti nekoliko planimetrij-
skih problema pri cˇemu c´emo koristiti definiciju i svojstva mjesˇovitog mnozˇenja vektora.
Pocˇetne definicije, propozicije i njihove dokaze te korolare donosimo prema [4], [6] i [11].
Definicija 5.1. Preslikavanje m : V3×V3×V3 −→ R koje trojci vektora (~a, ~b, ~c) pridruzˇuje
skalar (~a×~b)·~c nazivamo mjesˇovitim mnozˇenjem vektora. Rezultat (~a×~b)·~c ∈ Rmjesˇovitog
mnozˇenja vektora nazivamo mjesˇoviti umnozˇak ili mjesˇoviti produkt vektora ~a, ~b i ~c. Koristi
se i oznaka m(~a, ~b, ~c) = (~a, ~b, ~c).
Propozicija 5.2. Mjesˇoviti produkt vektora ~a, ~b, ~c ∈ V3 jednak je nuli ako i samo ako su ~a,
~b i ~c komplanarni.
Dokaz. ⇒: Neka je (~a × ~b) · ~c = 0. Ova jednakost vrijedi ako je ~a × ~b = ~0 ili ~c = ~0 ili ako
su ~a × ~b i ~c medusobno okomiti vektori. U slucˇaju kada je ~a × ~b = ~0, vektori ~a × ~b i ~c su
kolinearni jer je nulvektor kolinearan s bilo kojim vektorom iz V3. Dodatno, iz ~a × ~b = ~0,
prema propoziciji 4.3, slijedi da su ~a i ~b kolinearni. Sada je jasno da su u slucˇaju kada je
~a×~b = ~0 vektori ~a, ~b i ~c komplanarni. Promotrimo sada slucˇaj kada je ~c = ~0. Buduc´i da je
nulvektor kolinearan s bilo kojim vektorom iz V3, slijedi da je~c kolinearan s vektorom ~a, ali
i s vektorom ~b. Iz toga slijedi da su i u ovom slucˇaju vektori ~a, ~b i ~c komplanarni. Preostaje
nam josˇ promotriti slucˇaj kada su ~a × ~b i ~c medusobno okomiti vektori. Iz definicije 4.1
znamo da je vektor ~a × ~b okomit na ravninu koju odreduju vektori ~a i ~b. Buduc´i da je
~a × ~b⊥~c, zakljucˇujemo da je ~c paralelan s ravninom odredenom vektorima ~a i ~b. Drugim
rijecˇima, mozˇemo zakljucˇiti da su i u ovom slucˇaju vektori ~a, ~b i ~c komplanarni. Uocˇimo
40
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da smo u sva tri slucˇaja dosˇli do zakljucˇka su vektori ~a, ~b i ~c komplanarni pa je time ovaj
smjer dokazan.
Slika 5.1.
⇐: Neka su ~a, ~b, ~c ∈ V3 komplanarni vektori. Zˇelimo dokazati da je njihov mjesˇoviti
produkt (~a × ~b) · ~c jednak nuli. Ako je ~a × ~b = ~0 ili ~c = ~0, onda je ocˇito (~a × ~b) · ~c = 0 jer
je skalarni produkt nulvektora s bilo kojim vektorom jednak 0. Pretpostavimo da vrijedi
~a × ~b , ~0 i ~c , ~0. Buduc´i da je ~a × ~b , ~0, tada, prema propoziciji 4.3, vektori ~a i ~b nisu
kolinearni, nego odreduju jednu ravninu koju mozˇemo oznacˇiti s pi. Prema (2) iz definicije
4.1 znamo da je vektor ~a×~b okomit na ravninu pi. Iz pretpostavke da su ~a, ~b i ~c komplanarni
slijedi da je vektor ~c paralelan s ravninom pi. Stoga je vektor ~a × ~b okomit na vektor ~c pa,
prema propoziciji 3.5, vrijedi (~a × ~b) · ~c = 0, tj. (~a, ~b, ~c) = 0. 
Dokazˇimo sada najvazˇnija svojstva mjesˇovitog mnozˇenja vektora.
Propozicija 5.3. Za −→a ,−→a1,−→a2,−→b ,−→c ∈ V3 i λ ∈ R vrijedi
(1) (−→a1 + −→a2,−→b ,−→c ) = (−→a1,−→b ,−→c ) + (−→a2,−→b ,−→c ),
(2) (λ −→a ,−→b ,−→c ) = λ (−→a ,−→b ,−→c ).
Dokaz.
(1) Izraz (−→a1 +−→a2,−→b ,−→c ) je ekvivalentan izrazu ((−→a1 +−→a2)×−→b ) · −→c . Prema svojstvu (3) iz
propozicije 4.5 vrijedi (−→a1 + −→a2) × −→b = −→a1 × −→b + −→a2 × −→b pa je ((−→a1 + −→a2) × −→b ) · −→c =
(−→a1×−→b +−→a2×−→b ) ·−→c . Primjenom svojstva (5) iz propozicije 3.2 na desnu stranu ovog
izraza dobivamo da je ((−→a1 + −→a2) × −→b ) · −→c = (−→a1 × −→b ) · −→c + (−→a2 × −→b ) · −→c , odnosno
(−→a1 + −→a2,−→b ,−→c ) = (−→a1,−→b ,−→c ) + (−→a2,−→b ,−→c ).
(2) Zapisˇimo najprije izraz (λ−→a ,−→b ,−→c ) u ekvivalentnom obliku kao ((λ−→a )×−→b )·−→c . Prema
svojstvu (2) iz propozicije 4.5 vrijedi (λ−→a )×−→b = λ (−→a ×−→b ) pa je ((λ−→a )×−→b ) · −→c =
λ (−→a ×−→b ) · −→c , a to je isto sˇto i λ (−→a ,−→b ,−→c ). Dakle, vrijedi (λ−→a ,−→b ,−→c ) = λ (−→a ,−→b ,−→c ).
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
Korolar 5.4. Za −→a ,−→b ,−→b1,−→b2,−→c ,−→c1,−→c2 ∈ V3 i λ ∈ R vrijedi
(1’) (−→a ,−→b1 + −→b2,−→c ) = (−→a ,−→b1,−→c ) + (−→a ,−→b2,−→c ),
(1”) (−→a ,−→b ,−→c1 + −→c2) = (−→a ,−→b ,−→c1) + (−→a ,−→b ,−→c2),
(2’) (−→a , λ −→b ,−→c ) = λ (−→a ,−→b ,−→c ),
(2”) (−→a ,−→b , λ −→c ) = λ (−→a ,−→b ,−→c ).
Sada c´emo izrec´i nekoliko tvrdnji vezanih uz mjesˇoviti produkt vektora kada su oni dani
svojim koordinatnim prikazima u desnoj ortonormiranoj bazi.
Propozicija 5.5. Neka je {~i, ~j,~k} desna ortonormirana baza vektorskog prostora V3 te neka
su ~a = (α1, α2, α3), ~b = (β1, β2, β3) i ~c = (γ1, γ2, γ3) koordinatni prikazi vektora ~a, ~b i ~c u
toj bazi. Za mjesˇoviti produkt vektora ~a, ~b i ~c tada vrijedi
(~a, ~b, ~c) =
∣∣∣∣∣∣∣∣
α1 α2 α3
β1 β2 β3
γ1 γ2 γ3
∣∣∣∣∣∣∣∣.
Dokaz. Izraz (~a, ~b, ~c) je ekvivalentan izrazu (~a×~b) ·~c. Prema propoziciji 4.7 vrijedi ~a×~b =
(α2 β3−α3 β2)~i+(α3 β1−α1 β3)~j+(α1 β2−α2 β1)~k. Buduc´i da je {~i, ~j,~k} desna ortonormirana
baza vektorskog prostora V3, to znacˇi da su svaka dva vektora koja cˇine tu bazu medusobno
okomita pa, prema propoziciji 3.5, vrijedi~i · ~j = 0, ~j · ~k = 0,~i · ~k = 0, ~j ·~i = 0, ~k · ~j = 0
i ~k ·~i = 0. Uz to, svaki vektor desne ortonormirane baze ima duljinu jednaku 1 pa, prema
svojstvu (1) iz propozicije 3.2, slijedi da je~i 2 = 1, ~j 2 = 1 i ~k 2 = 1. Imajuc´i na umu ove
cˇinjenice odredimo skalarni produkt vektora ~a × ~b i ~c. Imamo
(~a × ~b) · ~c = [(α2 β3 − α3 β2)~i + (α3 β1 − α1 β3)~j + (α1 β2 − α2 β1)~k] · (γ1~i + γ2 ~j + γ3~k)
= α1 β2 γ3 + α2 β3 γ1 + α3 β1 γ2 − α3 β2 γ1 − α1 β3 γ2 − α2 β1 γ3.
Desna strana posljednje jednakosti se mozˇe pregledno zapisati u obliku determinante trec´eg
reda pa imamo
(~a × ~b) · ~c =
∣∣∣∣∣∣∣∣
α1 α2 α3
β1 β2 β3
γ1 γ2 γ3
∣∣∣∣∣∣∣∣,
a to je upravo tvrdnja ove propozicije. 
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Korolar 5.6. Tri vektora su komplanarna ako za njihove koordinatne prikaze~a = (α1, α2, α3),
~b = (β1, β2, β3) i ~c = (γ1, γ2, γ3) u desnoj ortonormiranoj bazi vrijedi∣∣∣∣∣∣∣∣
α1 α2 α3
β1 β2 β3
γ1 γ2 γ3
∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
Propozicija 5.7. Za ~a, ~b, ~c ∈ V3 vrijedi
(~a, ~b, ~c) = (~b, ~c, ~a) = (~c, ~a, ~b) = −(~b, ~a, ~c) = −(~a, ~c, ~b) = −(~c, ~b, ~a).
Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz propozicije 5.5 i cˇinjenice da pri zamjeni poretka dvaju
susjednih redaka determinanta trec´eg reda mijenja predznak, dok pri ciklicˇkoj zamjeni re-
daka njezin predznak ostaje isti. 
Mjesˇoviti produkt vektora ima i svoju geometrijsku interpretaciju. Neka su ~a =
−→
OA, ~b =−→
OB i ~c =
−−→
OC tri nekomplanarna vektora. Tada vektori ~a, ~b i ~c u prostoru odreduju jedan
paralelepiped. Mozˇemo josˇ rec´i da je paralelepiped razapet vektorima ~a, ~b i ~c.
Slika 5.2.
Propozicija 5.8. Obujam paralelepipeda razapetog vektorima ~a, ~b, ~c ∈ V3 jednak je apso-
lutnoj vrijednosti mjesˇovitog produkta (~a, ~b, ~c).
Dokaz. Neka vektori ~a, ~b i ~c cˇine desnu bazu za V3. Prema (2) iz definicije 4.1 znamo da i
vektori ~a, ~b i ~a×~b cˇine desnu bazu za V3 pa mozˇemo zakljucˇiti da se vektori ~a×~b i ~c nalaze
s iste strane ravnine odredene vektorima ~a i ~b. Iz toga pak zakljucˇujemo da je velicˇina kuta
sˇto ga zatvaraju vektori ~a × ~b i ~c manja od pi2 , a to povlacˇi da je cos ^(~a × ~b, ~c) > 0. Neka
je ~h ortogonalna projekcija vektora ~c na vektor ~a×~b. Vektori ~h i ~a×~b su ocˇito kolinearni pa
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Slika 5.3.
je velicˇina kuta izmedu vektora ~h i ~c jednaka velicˇini kuta medu vektorima ~a×~b i ~c. Stoga,
iz trigonometrije pravokutnog trokuta slijedi
cos ^(~a × ~b, ~c) = |
~h|
|~c| ,
odnosno |~h| = |~c| cos ^(~a × ~b, ~c). Uocˇimo da je |~h| zapravo duljina visine v paralelepipeda
razapetog vektorima ~a, ~b i ~c. Baza B tog paralelepipeda je paralelogram kojeg odreduju ve-
ktori ~a i ~b pa je povrsˇina baze, prema propoziciji 4.2, jednaka modulu vektorskog produkta
vektora ~a i ~b. Drugim rijecˇima, vrijedi B = |~a × ~b|. Buduc´i da je obujam V paralelepipeda
opc´enito jednak umnosˇku povrsˇine baze B i duljine visine v, uvrsˇtavanjem B = |~a × ~b| i
v = |~h| = |~c| cos ^(~a × ~b, ~c) u formulu V = B · v dobivamo
V = |~a × ~b||~c| cos ^(~a × ~b, ~c),
sˇto je ocˇito vec´e od 0. Primjenom definicije skalarnog mnozˇenja vektora na desnu stranu
prethodne jednakosti dobivamo da je V = (~a × ~b) · ~c, odnosno V = (~a, ~b, ~c).
Ako je {~a, ~b, ~c} lijeva baza za V3, onda vektori ~b, ~a i~c u ovom redoslijedu cˇine desnu bazu za
V3. Analognim zakljucˇivanjem kao i u slucˇaju kada je {~a, ~b, ~c} bila desna baza prostora V3
dobivamo da je V = (~b, ~a, ~c) i tada je obujam V paralelepipeda negativan. Prema propoziciji
5.7 vrijedi (~b, ~a, ~c) = −(~a, ~b, ~c). Iz toga slijedi da je V = −(~a, ~b, ~c) sˇto je sada ocˇito pozitivan
broj.
Na kraju mozˇemo zakljucˇiti da, bez obzira je li {~a, ~b, ~c} desna ili lijeva baza prostora V3,
za obujam V paralelepipeda razapetog vektorima ~a, ~b i ~c vrijedi V = |(~a, ~b, ~c)|, a to smo i
trebali dokazati. 
U nastavku ovog poglavlja c´emo vektorskom metodom rijesˇiti nekoliko zadataka u kojima
c´emo koristiti svojstva mjesˇovitog mnozˇenja vektora.
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Primjer 5.9. [15] Neka je V1 obujam paralelepipeda odredenog vektorima ~a, ~b i ~c, a
V2 obujam paralelepipeda odredenog vektorima plosˇnih dijagonala prvog paralelepipeda.
Dokazˇite da je V2 = 2 V1.
Slika 5.4.
Rjesˇenje. Dan je paralelepiped ABCDA′B′C′D′ razapet vektorima ~a =
−→
AB, ~b =
−→
AD i ~c =−−→
AA′. Prema propoziciji 5.8 obujam V1 paralelepipeda ABCDA′B′C′D′ jednak je apsolutnoj
vrijednosti mjesˇovitog produkta vektora ~a, ~b i ~c. Drugim rijecˇima, vrijedi
V1 = |(~a, ~b, ~c)|.
Neka su d1 = AC, d2 = AB′ i d3 = AD′ plosˇne dijagonale koje izlaze iz vrha A paralelepi-
peda ABCDA′B′C′D′. Trebamo dokazati da one razapinju novi paralelepiped cˇiji je obu-
jam, u oznaci V2, dvostruko vec´i od obujma V1 zadanog paralelepipeda ABCDA′B′C′D′.
Drugim rijesˇima, zˇelimo dokazati da je V2 = 2 V1.
Uvedimo oznake:
−→
d1 =
−→
AC,
−→
d2 =
−−→
AB′ i
−→
d3 =
−−→
AD′. Prema propoziciji 5.8 za obujam V2
paralelepipeda razapetog vektorima
−→
d1,
−→
d2 i
−→
d3 vrijedi
V2 = |(−→d1,−→d2,−→d3)|.
Buduc´i da su d1, d2 i d3 plosˇne dijagonale iz vrha A paralelepipeda ABCDA′B′C′D′, jasno
je da vrijedi
−→
d1 = ~a + ~b,
−→
d2 = ~a + ~c i
−→
d3 = ~b + ~c. Iz toga slijedi da je
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V2 = |(~a + ~b, ~a + ~c, ~b + ~c)|.
Prema svojstvu (1) iz propozicije 5.3 slijedi da je
V2 = |(~a, ~a + ~c, ~b + ~c) + (~b, ~a + ~c, ~b + ~c)|.
Primjenom svojstva (1’) iz korolara 5.4 dobivamo da je
V2 = |(~a, ~a, ~b + ~c) + (~a, ~c, ~b + ~c) + (~b, ~a, ~b + ~c) + (~b, ~c, ~b + ~c)|.
Primjenom svojstva (1”) iz korolara 5.4 na prethodni izraz dobivamo
V2 = |(~a, ~a, ~b) + (~a, ~a, ~c) + (~a, ~c, ~b) + (~a, ~c, ~c) + (~b, ~a, ~b) + (~b, ~a, ~c) + (~b, ~c, ~b) + (~b, ~c, ~c)|.
Uocˇimo da zbog komplanarnosti vektora ~a i ~b vrijedi (~a, ~a, ~b) = 0. Analogno zakljucˇujemo
da vrijedi (~a, ~a, ~c) = 0, (~a, ~c, ~c) = 0, (~b, ~a, ~b) = 0, (~b, ~c, ~b) = 0 i (~b, ~c, ~c) = 0. Stoga je
V2 = |(~a, ~c, ~b) + (~b, ~a, ~c)|.
Prema propoziciji 5.7 vrijedi (~a, ~c, ~b) = −(~a, ~b, ~c) i (~b, ~a, ~c) = −(~a, ~b, ~c) pa je
V2 = | − (~a, ~b, ~c) − (~a, ~b, ~c)|,
odnosno
V2 = | − 2 (~a, ~b, ~c)|,
a to je ekvivalentno sljedec´em
V2 = 2 |(~a, ~b, ~c)|.
Buduc´i da je V1 = |(~a, ~b, ~c)|, slijedi da je V2 = 2 V1, a to smo i trebali dokazati.
Sada c´emo dokazati jednu tvrdnju u kojoj c´e vektori biti zadani svojim koordinatnim pri-
kazima u ortonormiranoj bazi.
Primjer 5.10. Dokazˇite da tocˇke A(1, 0, 3), B(1,−1, 2), C (1,−3, 0) i D(−1, 1, 0) pripadaju
istoj ravnini.
Rjesˇenje. Neka je {~i, ~j,~k} desna ortonormirana baza. Prikazˇimo vektore −→AB, −→AC i −→AD u toj
bazi. Imamo
−→
AB = (1 − 1)~i + (−1 − 0)~j + (2 − 3)~k = (0,−1,−1),
−→
AC = (1 − 1)~i + (−3 − 0)~j + (0 − 3)~k = (0,−3,−3),
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−→
AD = (−1 − 1)~i + (1 − 0)~j + (0 − 3)~k = (−2, 1,−3).
Odredimo sada mjesˇoviti produkt vektora
−→
AB,
−→
AC i
−→
AD. Primjenom propozicije 5.5 i
Laplaceovog razvoja determinante trec´eg reda po prvom stupcu dobivamo da je
(
−→
AB× −→AC) · −→AD =
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 −1
0 −3 −3
−2 −1 −3
∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2 · (−1)3+1
∣∣∣∣∣∣−1 −1−3 −3
∣∣∣∣∣∣ = −2 · 1 · (3 − 3) = −2 · 1 · 0 = 0.
Buduc´i da je mjesˇoviti produkt vektora
−→
AB,
−→
AC i
−→
AD jednak nuli, prema propoziciji 5.2
zakljucˇujemo da su vektori
−→
AB,
−→
AC i
−→
AD komplanarni pa su onda komplanarne i zadane
tocˇke A, B, C i D.
Poglavlje 6
Teoremi o trokutu i tetraedru
Ovo poglavlje sadrzˇi niz dobro poznatih geometrijskih teorema (Pitagorin, Cevin, Mene-
lajev...) koji se odnose na trokut. Uz to, u ovom poglavlju je dokazan teorem o tezˇisˇtu
tetraedra te je rijesˇen jedan zadatak s natjecanja u kojem se primjenjuje tvrdnja tog te-
orema. Teoremi koje navodimo u ovom poglavlju se obicˇno dokazuju primjenom klasicˇnih
planimetrijskih alata poput sukladnosti i slicˇnosti. Mi ovdje donosimo njihove dokaze
primjenom vektorske metode. Neki od teorema su dokazani na visˇe nacˇina sˇto pokazuje
raskosˇ vektorske metode.
Prva tvrdnja koju c´emo dokazati u ovom poglavlju je poucˇak o srednjici trokuta. Tvr-
dnju c´emo dokazati na dva nacˇina primjenom vektorske metode. Prvi dokaz koji ovdje
navodimo mozˇe se nac´i u knjigama [14] i [15], dok drugi (radijvektorski) dokaz donosi
Cˇelikovic´ u [6]. Ovdje smo dokaze pronadene u navedenoj literaturi detaljnije raspisali te
smo promijenili neke oznake.
Teorem 6.1. Srednjica trokuta paralelna je s njegovom trec´om stranicom, a njena duljina
jednaka je polovini duljine te stranice.
Slika 6.1.
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Dokaz. 1. nacˇin
Dan je trokut ABC. Oznacˇimo s C1 polovisˇte stranice AB, a s B1 polovisˇte stranice CA
tog trokuta. Tada je duzˇina C1B1 srednjica trokuta ABC. Vektor
−−−→
C1B1 zapisˇimo kao zbroj
ulancˇanih vektora
−−→
C1A i
−−→
AB1. Imamo
−−−→
C1B1 =
−−→
C1A +
−−→
AB1. (6.1)
Buduc´i da je C1 polovisˇte stranice AB, to povlacˇi da tocˇka C1 dijeli duzˇinu AB na dva
dijela jednakih duljina. Stoga je duljina vektora
−−→
C1A jednaka polovini duljine vektora
−→
BA.
Dakle, vrijedi
−−→
C1A = 12
−→
BA. Analognim zakljucˇivanjem dobivamo da vrijedi
−−→
AB1 = 12
−→
AC.
Uvrsˇtavanjem ovih izraza u relaciju (6.1) te sredivanjem desne strane dobivene jednakosti
slijedi
−−−→
C1B1 =
1
2
−→
BA +
1
2
−→
AC
=
1
2
(
−→
BA +
−→
AC)
=
1
2
−→
BC.
Uocˇimo da su vektori
−−−→
C1B1 i
−→
BC kolinearni. To znacˇi da pripadaju paralelnim pravcima
C1B1 i BC. Iz toga zakljucˇujemo da vrijedi C1B1 ‖ BC, tj. da je srednjica C1B1 paralelna sa
stranicom BC trokuta ABC. Takoder, uocˇimo da je duljina vektora
−−−→
C1B1 jednaka polovini
duljine vektora
−→
BC pa je i duljina srednjice C1B1 jednaka polovini duljine stranice BC tro-
kuta ABC, tj. vrijedi |C1B1| = 12 |BC|. Do istih zakljucˇaka bismo dosˇli i da smo promatrali
bilo koju od preostalih dviju srednjica trokuta ABC.
2. nacˇin
Dan je trokut ABC. Neka je B1 polovisˇte stranice CA. Tada, prema korolaru 2.4, vrijedi
−→rB1 =
−→rC + −→rA
2
. (6.2)
Neka je C1 polovisˇte stranice AB. Iz korolara 2.4 slijedi
−→rC1 =
−→rA + −→rB
2
. (6.3)
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Za vektor
−−−→
B1C1 srednjice B1C1 trokuta ABC vrijedi
−−−→
B1C1 = −→rC1 − −→rB1 . Uvrsˇtavanjem izraza
(6.2) i (6.3) u ovu jednakost dobivamo
−−−→
B1C1 =
−→rA + −→rB
2
−
−→rC + −→rA
2
=
1
2
(−→rB − −→rC)
=
1
2
−→
CB.
Uocˇimo da su vektori
−−−→
B1C1 i
−→
CB kolinearni. To znacˇi da pripadaju paralelnim pravcima
B1C1 i CB. Iz toga slijedi da je B1C1 ‖ BC, odnosno srednjica B1C1 je paralelna sa strani-
com BC trokuta ABC. Takoder, primjec´ujemo da je duljina vektora
−−−→
B1C1 jednaka polovini
duljine vektora
−→
CB sˇto povlacˇi da je duljina srednjice B1C1 jednaka polovini duljine stra-
nice BC trokuta ABC. Tvrdnja se analogno dokazuje i za preostale dvije srednjice trokuta
ABC. 
Sljedec´i teorem zapravo je drugacˇije izrecˇena tvrdnja primjera 2.5 koju smo vec´ dokazali
vektorskom metodom koristec´i radijvektore. Ovdje c´emo pokazati kako se ovaj teorem
mozˇe dokazati na josˇ jedan nacˇin primjenom vektorske metode. Sljedec´i dokaz se mozˇe
nac´i u [14].
Teorem 6.2. Tezˇisˇte trokuta dijeli svaku tezˇisˇnicu u omjeru 2 : 1 mjerec´i od vrha trokuta.
Slika 6.2.
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Dokaz. Dan je trokut ABC. Neka je tocˇka A1 polovisˇte stranice BC, a tocˇka B1 polovisˇte
stranice CA tog trokuta te neka se tezˇisˇnice AA1 i BB1 sijeku u tocˇki T . Uvedimo sljedec´e
oznake: ~a =
−→
T A i ~b =
−→
T B.
Uocˇimo da su tocˇke T , A i A1 kolinearne. Buduc´i da se tocˇke A i A1 na pravcu AA1 nalaze
s razlicˇitih strana tocˇke T , zakljucˇujemo da postoji skalar α ∈ R− takav da je −−→T A1 = α−→T A,
odnosno
−−→
T A1 = α~a. Slicˇno tome, tocˇke T , B i B1 su kolinearne. S obzirom na to da
se tocˇke B i B1 na pravcu BB1 nalaze s razlicˇitih strana tocˇke T , zakljucˇujemo da postoji
skalar β ∈ R− takav da je −−→T B1 = β−→T B, odnosno −−→T B1 = β~b.
Pretpostavimo da je tocˇka C1 polovisˇte stranice AB trokuta ABC. Neka je T ′ tocˇka na
pravcu TC1 cˇija je udaljenost od tocˇke C1 jednaka udaljenosti tocˇaka T i C1. Drugim
rijecˇima, neka je T ′ tocˇka za koju vrijedi |TC1| = |T ′C1|. Buduc´i da smo pretpostavili da je
C1 polovisˇte stranice AB, tada vrijedi |AC1| = |C1B|. S obzirom na to da tocˇka C1 raspola-
vlja duzˇine AB i TT ′, zakljucˇujemo da su te duzˇine zapravo dijagonale paralelograma cˇiji
su vrhovi tocˇke A, T ′, B i T . Drugim rijecˇima, cˇetverokut AT ′BT je paralelogram. Tada
je, prema pravilu paralelograma za zbrajanje vektora, duljina vektora
−−→
TT ′ jednaka zbroju
vektora ~a i ~b. Dakle, vrijedi −−→
TT ′ = ~a + ~b. (6.4)
S obzirom na to da je tocˇka C1 polovisˇte duzˇine TT ′, vrijedi |TC1| = 12 |TT ′|, odnosno−−→
TC1 = 12
−−→
TT ′. Iz toga slijedi da je 2
−−→
TC1 =
−−→
TT ′. Uvrsˇtavanjem jednakosti 2
−−→
TC1 =
−−→
TT ′ u
izraz (6.4) dobivamo 2
−−→
TC1 = ~a + ~b, odnosno
−−→
TC1 =
1
2
(~a + ~b). (6.5)
Uocˇimo da vektor
−−→
B1A mozˇemo zapisati kao zbroj ulancˇanih vektora
−−→
B1T i
−→
T A, tj. tako da
vrijedi
−−→
B1A =
−−→
B1T +
−→
T A. Buduc´i da je
−−→
T B1 = β~b, imamo
−−→
B1T = −−−→T B1 = −β~b. Takoder,
znamo da je
−→
T A = ~a. Stoga, zakljucˇujemo da vrijedi
−−→
B1A = ~a − β~b.
Slicˇno tome, vektor
−−→
A1B mozˇemo zapisati kao zbroj ulancˇanih vektora
−−→
A1T i
−→
T B. Dakle,−−→
A1B =
−−→
A1T +
−→
T B. Znamo da je
−−→
T A1 = α~a pa je
−−→
A1T = −−−→T A1 = −α~a. Uz cˇinjenicu da je−→
T B = ~b, slijedi
−−→
A1B = −α~a + ~b.
Vektor
−→
CT pak mozˇemo zapisati kao zbroj ulancˇanih vektora
−−→
CB1 i
−−→
B1T pa imamo
−→
CT =−−→
CB1 +
−−→
B1T . Buduc´i da tocˇka B1 dijeli stranicu CA trokuta ABC na dva jednaka dijela,
vrijedi |CB1| = |B1A|, tj. −−→CB1 = −−→B1A. Iz toga zakljucˇujemo da je −→CT = −−→B1A+−−→B1T . Uocˇimo
da vrijedi
−−→
B1T = −−−→T B1 = −β~b i −−→B1A = −−→B1T +−→T A = −β~b+~a. Tada je −→CT = −β~b+~a− β~b,
odnosno −→
CT = ~a − 2β ~b. (6.6)
POGLAVLJE 6. TEOREMI O TROKUTU I TETRAEDRU 52
Na slicˇan nacˇin dobivamo da vrijedi
−→
CT =
−−→
CA1 +
−−→
A1T
=
−−→
A1B +
−−→
A1T
=
−−→
A1T +
−→
T B +
−−→
A1T
= 2
−−→
A1T +
−→
T B.
Zbog
−−→
A1T = −α~a i −→T B = ~b slijedi da je
−→
CT = −2α~a + ~b. (6.7)
Izjednacˇavanjem desnih strana izraza (6.6) i (6.7) dobivamo ~a − 2β~b = −2α~a + ~b. Izje-
dnacˇavanjem skalara uz vektor ~a, odnosno vektor ~b na lijevoj i desnoj strani ove jednakosti
dobivamo da je 1 = −2α i −2β = 1, tj.
α = β = −1
2
.
To povlacˇi
−−→
T A1 = −12
−→
T A i
−−→
T B1 = −12
−→
T B. Iz toga zakljucˇujemo da tocˇka T dijeli tezˇisˇnice
AA1 i BB1 u omjeru 2 : 1. Uvrsˇtavanjem β = −12 u (6.6) dobivamo
−→
CT = ~a + ~b. Uvrstimo
li pak izraz
−→
CT = ~a + ~b u (6.5) dobivamo
−−→
TC1 = 12
−→
CT , odnosno
−→
CT = 2
−−→
TC1.
Iz posljednje jednakosti se jasno razabire da tocˇka T pripada tezˇisˇnici CC1 te da vrijedi
|CT | : |TC1| = 2 : 1. Time smo dokazali da tezˇisˇte trokuta dijeli svaku tezˇisˇnicu u omjeru
2 : 1 mjerec´i od vrha trokuta. 
Poznavajuc´i dokaz prethodnog teorema pomoc´u radijvektora lako je dokazati i njegov ste-
reometrijski analogon koji nalazimo kod Devide´a u [10].
Teorem 6.3. Tezˇisˇnica tetraedra je duzˇina koja spaja vrh tetraedra s tezˇisˇtem njemu nasu-
protne strane. Sve cˇetiri tezˇisˇnice tetraedra sijeku se u jednoj tocˇki koju nazivamo tezˇisˇte
tetraedra. Tezˇisˇte tetraedra dijeli svaku tezˇisˇnicu u omjeru 3 : 1 racˇunajuc´i od vrha tetra-
edra.
Dokaz. Dan je tetraedar ABCD. Neka je O bilo koja cˇvrsta tocˇka prostora te neka su −→rA,−→rB, −→rC i −→rD redom radijvektori vrhova A, B, C i D tetraedra ABCD. Neka su A′, B′, C′ i D′
redom tezˇisˇta strana BCD, CDA, DAB i ABC tetraedra ABCD. Prema tvrdnji dokazanoj u
primjeru 2.5 za radijvektore tezˇisˇta A′, B′, C′ i D′ vrhovima A, B, C i D nasuprotnih strana
tetraedra vrijedi
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Slika 6.3.
−→rA′ = 13 (
−→rB + −→rC + −→rD),
−→rB′ = 13 (
−→rC + −→rD + −→rA),
−→rC′ = 13 (
−→rD + −→rA + −→rB)
i
−→rD′ = 13 (
−→rA + −→rB + −→rC).
Neka je TA tocˇka na tezˇisˇnici AA′ koja tu tezˇisˇnicu dijeli u omjeru 3 : 1 racˇunajuc´i od vrha
A tetraedra ABCD. Promotrimo vektor
−−→
ATA. Za njega vrijedi
−−→
ATA = −→rTA − −→rA, odnosno
−→rTA = −→rA + −−→ATA.
Buduc´i da tocˇka TA dijeli tezˇisˇnicu AA′ u omjeru 3 : 1 mjerec´i od vrha A tetraedra ABCD,
zakljucˇujemo da je
−−→
ATA =
3
4
−−→
AA′. Iz toga slijedi da je
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−→rTA = −→rA +
3
4
−−→
AA′.
S obzirom na to da je
−−→
AA′ = −→rA′ − −→rA, slijedi
−→rTA = −→rA +
3
4
(−→rA′ − −→rA),
tj.
−→rTA =
1
4
−→rA + 34
−→rA′ . (6.8)
Vec´ smo istaknuli da za radijvektor tezˇisˇta A′ strane BCD tetraedra ABCD vrijedi
−→rA′ = 13 (
−→rB + −→rC + −→rD). (6.9)
Uvrsˇtavanjem izraza (6.9) u jednakost (6.8) dobivamo
−→rTA =
1
4
−→rA + 34 ·
1
3
(−→rB + −→rC + −→rD),
odnosno
−→rTA =
1
4
(−→rA + −→rB + −→rC + −→rD).
Isto se dobije za analogno definirane tocˇke TB, TC i TD na tezˇisˇnicama BB′, CC′ i DD′
tetraedra ABCD. Iz toga zakljucˇujemo da vrijedi TA ≡ TB ≡ TC ≡ TD, odnosno da sve
cˇetiri tezˇisˇnice tetraedra ABCD prolaze istom tocˇkom koju mozˇemo oznacˇiti s T . Tocˇku T
nazivamo tezˇisˇte tetraedra ABCD. 
Sada c´emo rijesˇiti jedan natjecateljski zadatak u kojem c´emo primijeniti upravo dokazani
teorem o tezˇisˇtu tetraedra.
Primjer 6.4. [2] (Zˇupanijsko natjecanje, 2000., 3. razred srednje sˇkole) Tezˇisˇte tetraedra
ABCD je tocˇka T cˇiji je radijvektor dan s
−→rT = 14 (
−→rA + −→rB + −→rC + −→rD). (6.10)
Ako je tezˇisˇte jednako udaljeno od vrhova A i B, dokazˇite da je
|AC|2 + |AD|2 = |BC|2 + |BD|2. (6.11)
Rjesˇenje. Ako je tezˇisˇte T tetraedra ABCD jednako udaljeno od njegovih vrhova A i B, tj.
ako vrijedi |AT | = |BT |, onda vrijedi i |AT |2 = |BT |2. Prema svojstvu (i) iz propozicije 3.2
slijedi −→
AT 2 =
−→
BT 2. (6.12)
Buduc´i da je
−→
AT = −→rT − −→rA i −→BT = −→rT − −→rB, jednakost (6.12) je ekvivalentna sljedec´oj
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(−→rT − −→rA)2 = (−→rT − −→rB)2.
Kvadriranjem obiju strana prethodne jednakosti dobivamo
−→rT 2 − 2 −→rT · −→rA + −→rA2 = −→rT 2 − 2 −→rT · −→rB + −→rB2,
odnosno
−→rA2 − −→rB2 − 2 −→rT · −→rA + 2 −→rT · −→rB = 0.
Uvrstimo sada izraz (6.10) u posljednju jednakost. Dobivamo
−→rA2 − −→rB2 − 2 · 14 (
−→rA + −→rB + −→rC + −→rD) · −→rA + 2 · 14 (
−→rA + −→rB + −→rC + −→rD) · −→rB = 0
1
2
−→rA2 − 12
−→rB2 − 12
−→rA · −→rC − 12
−→rA · −→rD + 12
−→rB · −→rC + 12
−→rB · −→rD = 0.
Dijeljenjem s 12 slijedi da je
−→rA2 − −→rB2 − −→rA · −→rC − −→rA · −→rD + −→rB · −→rC + −→rB · −→rD = 0. (6.13)
Zˇelimo dokazati da vrijedi jednakost (6.11). Primjenom svojstva (i) iz propozicije 3.2 na
izraz (6.11) dobivamo
−→
AC2 +
−→
AD2 =
−→
BC2 +
−→
BD2.
Ovu jednakost mozˇemo zapisati u ekvivalentnom obliku na sljedec´i nacˇin
(−→rC − −→rA)2 + (−→rD − −→rA)2 = (−→rC − −→rB)2 + (−→rD − −→rB)2.
Kvadriranjem svakog binoma te dodatnim sredivanjem dobivamo
−→rC2 − 2 −→rC · −→rA + −→rA2 + −→rD2 − 2 −→rD · −→rA + −→rA2 = −→rC2 − 2 −→rC · −→rB + −→rB2 + −→rD2 − 2 −→rD · −→rB + −→rB2
2 −→rA2 − 2 −→rB2 − 2 −→rA · −→rC − 2 −→rA · −→rD + 2 −→rB · −→rC + 2 −→rB · −→rD = 0.
Dakle, vrijedi −→rA2 − −→rB2 − −→rA · −→rC − −→rA · −→rD + −→rB · −→rC + −→rB · −→rD = 0. (6.14)
Uocˇimo da su izrazi (6.13) i (6.14) ekvivalentni. Stoga, zakljucˇujemo da zaista vrijedi
tvrdnja koju smo trebali dokazati.
Sljedec´a tvrdnja koju c´emo dokazati je poucˇak o ortocentru trokuta koji se cˇesto naziva
i poucˇak o visinama trokuta. Navedeni poucˇak c´emo dokazati na dva nacˇina primjenom
vektorske metode. U oba dokaza se primjenjuje karakterizacija okomitosti vektora pomoc´u
skalarnog produkta. Prvi nacˇin na koji c´emo dokazati ovaj teorem dan je u [9], dok drugi
dokaz nalazimo u [15].
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Teorem 6.5. (Poucˇak o ortocentru trokuta) Sva tri pravca kojima pripadaju visine trokuta
sijeku se u jednoj tocˇki.
Slika 6.4.
Dokaz. 1. nacˇin
Dan je trokut ABC. Neka je tocˇka H sjecisˇte pravaca kojima pripadaju visine spusˇtene
iz vrhova B i C na pravce kojima pripadaju njima nasuprotne stranice CA i AB trokuta
ABC. Buduc´i da su pravci CH i AB medusobno okomiti, onda su okomiti i vektori
−−→
CH
i
−→
AB pa, prema propoziciji 3.5, vrijedi
−−→
CH · −→AB = 0. Takoder, znamo da su pravci BH i
AC medusobno okomiti pa su onda okomiti i vektori
−−→
BH i
−→
AC. Iz propozicije 3.5 slijedi−−→
BH · −→AC = 0. Zˇelimo dokazati da su i vektori −−→AH i −→BC medusobno okomiti. Drugim
rijecˇima, zˇelimo dokazati da vrijedi
−−→
AH · −→BC = 0.
Vektor
−→
BC zapisˇimo kao zbroj ulancˇanih vektora
−→
BA i
−→
AC. Time dobivamo
−→
BC =
−→
BA+
−→
AC.
Buduc´i da je
−→
BA = −−→AB, slijedi −→BC = −→AC − −→AB. Uvrsˇtavanjem ove jednakosti u relaciju−−→
AH · −→BC = 0 dobivamo
−−→
AH · −→BC = −−→AH · (−→AC − −→AB)
=
−−→
AH · −→AC − −−→AH · −→AB
= (
−→
AB +
−−→
BH) · −→AC − (−→AC + −−→CH) · −→AB
=
−→
AB · −→AC + −−→BH · −→AC − −→AC · −→AB + −−→CH · −→AB.
S obzirom na to da je
−−→
BH ·−→AC = 0 i −−→CH ·−→AB = 0, slijedi −−→AH ·−→BC = 0. Buduc´i da je skalarni
umnozˇak vektora
−−→
AH i
−→
BC jednak nuli, prema propoziciji 3.5 zakljucˇujemo da su vektori−−→
AH i
−→
BC medusobno okomiti pa su onda okomiti i pravci AH i BC. Time smo dokazali
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da se sva tri pravca kojima pripadaju visine trokuta ABC sijeku u tocˇki H koja se naziva
ortocentar trokuta ABC.
2. nacˇin
Slika 6.5.
Dan je trokut ABC. Neka je tocˇka S sjecisˇte pravaca kojima pripadaju visine spusˇtene iz
vrhova A i B na pravce kojima pripadaju njima nasuprotne stranice BC i CA trokuta ABC.
Zˇelimo dokazati da i pravac kojemu pripada visina spusˇtena iz vrha C na pravac na kojem
lezˇi stranica AB trokuta ABC prolazi tocˇkom S .
Neka su ~x =
−→
S A, ~y =
−→
S B i ~z =
−→
S C. Prema pravilu trokuta za zbrajanje vektora vrijedi−→
BC = ~z − ~y, −→CA = ~x − ~z i −→AB = ~y − ~x. Buduc´i da su pravci kojima pripadaju vektori ~x
i ~y ujedno i pravci kojima pripadaju visine spusˇtene iz vrhova A i B, onda su spomenuti
vektori okomiti na stranice BC i CA koje se nalaze nasuprot tim vrhovima trokuta ABC. Iz
ovoga slijedi ~x⊥−→BC i ~y⊥−→CA. Stoga, prema propoziciji 3.5 vrijedi ~x · −→BC = 0 i ~y · −→CA = 0.
Uvrsˇtavanjem izraza
−→
BC = ~z−~y u relaciju ~x · −→BC = 0 dobivamo ~x · (~z−~y) = 0. Iz definicije
suprotnog vektora i svojstva (2) danog u korolaru 3.4 slijedi
~x ·~z − ~x · ~y = 0. (6.15)
Analogno, uvrsˇtavanjem izraza
−→
CA = ~x − ~z u relaciju ~y · −→CA = 0 dobivamo ~y · (~x − ~z) = 0,
odnosno
~y · ~x − ~y ·~z = 0. (6.16)
Zbrajanjem izraza (6.15) i (6.16) dobivamo ~x ·~z− ~x ·~y+~y · ~x−~y ·~z = 0. Skalarno mnozˇenje
vektora je komutativno pa vrijedi ~x · ~y = ~y · ~x. Iz toga slijedi da je ~x ·~z − ~y ·~z = 0, odnosno
−~z · (~y− ~x) = 0. Dijeljenjem ovog izraza s −1 dobivamo~z · (~y− ~x) = 0. Buduc´i da je~z = −→S C
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i ~y − ~x = −→AB, navedena jednakost je ekvivalentna sljedec´oj −→S C · −→AB = 0. S obzirom na to
da je skalarni produkt vektora
−→
S C i
−→
AB jednak nuli, prema propoziciji 3.5 zakljucˇujemo da
su navedeni vektori medusobno okomiti, odnosno da je pravac S C okomit na pravac AB.
To povlacˇi da visina iz vrha C trokuta ABC lezˇi na pravcu S C, tj. da ona prolazi tocˇkom
S . Sada je jasno da se sva tri pravca kojima pripadaju visine trokuta ABC sijeku u tocˇki S
koju nazivamo ortocentar trokuta ABC. 
Sada c´emo iskazati i dokazati Pitagorin poucˇak kojeg ucˇenici prvi put susretnu u 8. razredu
osnovne sˇkole. Poznato je da se Pitagorin poucˇak mozˇe dokazati na jako puno razlicˇitih
nacˇina pri cˇemu se primjenjuju razni pristupi dokazivanju i koriste najrazlicˇitiji mate-
maticˇki aparati svojstveni odredenim matematicˇkim disciplinama. Ovdje donosimo dva
nacˇina na koje je moguc´e dokazati Pitagorin poucˇak primjenom vektorske metode. Prvi
nacˇin je preuzet iz knjige [14] autora Andelka Maric´a, dok se drugi nacˇin mozˇe nac´i u
knjizi [15] istog autora.
Teorem 6.6. (Pitagorin poucˇak) Zbroj kvadrata duljina kateta pravokutnog trokuta jednak
je kvadratu duljine hipotenuze.
Dokaz. 1. nacˇin
Slika 6.6.
Dan je pravokutni trokut ABC s pravim kutom pri vrhu C. Neka je ~a =
−→
CB, ~b =
−→
CA i
~c =
−→
AB. Prema pravilu trokuta za zbrajanje vektora vrijedi ~b + ~c = ~a, odnosno ~c = ~a − ~b.
Skalarnim mnozˇenjem vektora ~c sa samim sobom dobivamo ~c ·~c = (~a−~b) · (~a−~b), odnosno
~c 2 = (~a − ~b)2.
Primjenom svojstva (2) iz leme 3.3 na desnu stranu prethodne jednakosti dobivamo da je
~c 2 = ~a 2 − 2 ~a · ~b + ~b 2.
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Buduc´i da vektori ~a i ~b zatvaraju pravi kut, onda su oni medusobno okomiti pa, prema
propoziciji 3.5, vrijedi ~a · ~b = 0. Iz toga slijedi da je
~c 2 = ~a 2 + ~b 2.
S obzirom na to da je skalarni kvadrat vektora jednak kvadratu duljine tog vektora, vrijedi
sljedec´e: ~a 2 = |~a|2, ~b 2 = |~b|2 i ~c 2 = |~c|2. Uzevsˇi u obzir ovu cˇinjenicu zakljucˇujemo da
vrijedi |~c|2 = |~a|2 + |~b|2, odnosno c2 = a2 + b2, a to smo i trebali dokazati.
2. nacˇin
Slika 6.7.
Neka je O polovisˇte duzˇine AB te neka vrijedi |AB| = c. Skup svih tocˇaka C za koje vrijedi
da je trokut ABC pravokutan je kruzˇnica k kojoj je duzˇina AB promjer. Dakako, iz tog
skupa treba izbaciti tocˇke A i B. Uocˇimo da vrijedi
|OA| = |OB| = |OC| = c
2
.
Zapisˇimo vektore
−→
AC i
−→
BC kao linearnu kombinaciju vektora
−−→
OC i
−→
AO. Imamo
−→
AC =
−→
AO +
−−→
OC =
−−→
OC +
−→
AO
i
−→
BC =
−→
BO +
−−→
OC =
−−→
OC − −→OB = −−→OC − −→AO.
Neka je a = |BC| i ~a = −→BC. Tada je a = |~a| = |−→BC|. Kvadriranjem ovog izraza dobivamo
a2 = |−→BC|2. Prema svojstvu (i) iz propozicije 3.2 vrijedi |−→BC|2 = −→BC2. Iz toga slijedi da je
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a2 =
−→
BC2. Uvrsˇtavanjem
−→
BC =
−−→
OC − −→AO u ovu jednakost dobivamo a2 = (−−→OC − −→AO)2.
Primjenom svojstva (2) iz leme 3.3 dobivamo
a2 =
−−→
OC2 − 2 −−→OC · −→AO + −→AO2. (6.17)
Neka je b = |AC| i ~b = −→AC. Tada je b = |~b| = |−→AC|. Analognim zakljucˇivanjem kao i u
prethodom razmatranju dobivamo da je b2 =
−→
AC2. Uvrsˇtavanjem
−→
AC =
−−→
OC +
−→
AO u ovu
jednakost dobivamo b2 = (
−−→
OC +
−→
AO)2. Primjenom svojstva (1) iz leme 3.3 slijedi da je
b2 =
−−→
OC2 + 2
−−→
OC · −→AO + −→AO2. (6.18)
Zbrajanjem izraza (6.17) i (6.18) dobivamo
a2 + b2 = 2
−−→
OC2 + 2
−→
AO2 = 2 (
−−→
OC2 +
−→
AO2) = 2 (|OC|2 + |AO|2).
Buduc´i da je |OC| = |AO|, slijedi
a2 + b2 = 4 |OC|2 = 4 ·
(c
2
)2
= 4 · c
2
4
= c2.
Dakle, zakljucˇujemo da vrijedi a2 + b2 = c2, a to smo i trebali dokazati. 
Sljedec´i teorem je zapravo nepotupuna verzija dobro poznatog teorema elementarne ge-
ometrija kojeg je iskazao i dokazao talijanski matematicˇar Giovanni Ceva (1648.-1734.).
Naime, potpuni iskaz tog teorema sadrzˇi ekvivaleniju, tj. formulaciju ako i samo ako sˇto
znacˇi da se tvrdnja treba dokazati u oba smjera. Ovdje c´emo koristec´i vektorsku metodu
dokazati tvrdnju koja je samo jedan smjer spomenutog Cevinog teorema. Dokaz koji na-
vodimo nalazi se u [14] i [15].
Teorem 6.7. (Cevin poucˇak) Neka su P, Q i R redom tocˇke na stranicama BC, CA i AB
trokuta ABC. Pravci AP, BQ i CR sijeku se u jednoj tocˇki ako vrijedi
−→
AR
−→
RB
·
−→
BP
−→
PC
·
−−→
CQ
−→
QA
= 1.
Dokaz. Neka se pravci AP, BQ i CR sijeku u tocˇki O. Uvedimo oznake: ~a =
−→
OA i ~b =
−→
OB.
Tada postoje skalari α, β ∈ R takvi da je
~c =
−−→
OC = α~a + β~b. (6.19)
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Slika 6.8.
Uocˇimo da vrijedi
−→
AR =
−→
AO +
−→
OR = −~a + r−−→OC, pri cˇemu je r ∈ R. Uvazˇavajuc´i relaciju
(6.19) slijedi da je
−→
AR = −~a + r (α~a + β~b), odnosno
−→
AR = (rα − 1)~a + rβ~b. (6.20)
Takoder, uocˇimo da vrijedi
−→
RB =
−→
RO +
−→
OB = −r (α~a + β~b) + ~b, tj.
−→
RB = −rα~a + (1 − rβ)~b. (6.21)
Buduc´i da vektori
−→
AR i
−→
RB pripadaju pravcu AB, zakljucˇujemo da su linearno zavisni.
Stoga, postoji m ∈ R+ takav da je −→RB = m · −→AR. Iz (6.20) i (6.21) slijedi
−rα~a + (1 − rβ)~b = m [(rα − 1)~a + rβ~b],
odnosno
−rα = m (rα − 1) i 1 − rβ = mrβ.
Mozˇemo zamisliti da ove dvije jednadzˇbe cˇine sustav dviju linearnih jednadzˇbi s nepozna-
nicama r i m. Eliminacijom nepoznanice r dobivamo sljedec´u jednadzˇbu
α (m + 1) − mβ (m + 1) = 0.
Kandidati za rjesˇenje ove jednadzˇbe su m = −1 i m = α
β
. Buduc´i da je m ∈ R+, m = −1
nije njezino rjesˇenje. Stoga je jedino rjesˇenje ove jednadzˇbe m =
α
β
.
Neka je n ∈ R+ takav da je −→PC = n · −→BP. Iz izraza (6.19) slijedi
~a = −β
α
~b +
1
α
~c.
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Iz relacije (6.19) i cˇinjenice da je m =
α
β
kruzˇnim zamjenama dobivamo da vrijedi
n =
− β
α
1
α
= −β.
Neka je p ∈ R+ takav da je −→QA = p · −−→CQ. Iz jednakosti (6.19) slijedi
~b =
1
β
~c − α
β
~a.
Ponovno, kruzˇnim zamjenama, zbog (6.19) i m =
α
β
, dobivamo
p =
1
β
−α
β
= −1
α
.
Iz
−→
RB = m · −→AR, −→PC = n · −→BP i −→QA = p · −−→CQ slijedi
−→
AR
−→
RB
·
−→
BP
−→
PC
·
−−→
CQ
−→
QA
=
1
m
· 1
n
· 1
p
.
Buduc´i da je m =
α
β
, n = −β i p = −1
α
, zakljucˇujemo da vrijedi
−→
AR
−→
RB
·
−→
BP
−→
PC
·
−−→
CQ
−→
QA
=
β
α
·
(
− 1
β
)
· (−α) = 1,
a to smo i trebali dokazati. 
Slicˇno kao i u slucˇaju Cevinog poucˇka, josˇ jedan dobro poznati teorem elementarne ge-
ometrije koji u originalu sadrzˇi ekvivalenciju, a pripisuje se starogrcˇkom matematicˇaru
Menelaju Aleksandrijskom (70.-140.) c´emo iskazati samo u jednom smjeru te c´emo taj
smjer dokazati primjenom vektorske metode. Dokaz donosi Maric´ u [14].
Teorem 6.8. (Menelajev poucˇak) Ako bilo koji pravac sijecˇe pravce kojima pripadaju stra-
nice BC, CA i AB trokuta ABC redom u tocˇkama P, Q i R, onda vrijedi
−→
AR
−→
BR
·
−→
BP
−→
PC
·
−−→
CQ
−→
QA
= 1. (6.22)
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Slika 6.9.
Dokaz. Neka je ~a =
−→
CA i ~b =
−→
CB. Tada postoje α, β ∈ R\{0} takvi da je −−→CQ = α~a i−→
CP = β~b. Uocˇimo da vrijedi
−→
QA =
−→
CA − −−→CQ = ~a − α~a = (1 − α)~a (6.23)
i
−→
PB =
−→
CB − −→CP = ~b − β~b = (1 − β)~b.
Nadalje, ocˇito je da vrijedi i
−→
AB = ~b − ~a te
−→
QP = β~b − α~a. (6.24)
Buduc´i da su vektori
−→
AB i
−→
AR linearno zavisni, postoji λ ∈ R+ takav da je −→AR = λ · −→AB, tj.
−→
AR = λ (~b − ~a). (6.25)
Za vektor
−→
BR vrijedi
−→
BR =
−→
AR − −→AB = (λ − 1)−→AB = (λ − 1)(~b − ~a). (6.26)
Za vektor
−→
AR vrijedi
−→
AR =
−→
AQ +
−→
QR =
−→
AQ + µ · −→QP, pri cˇemu je µ ∈ R+. Iz (6.23) i (6.24)
slijedi
−→
AR = (α − 1)~a + µ (β~b − α~a), odnosno
−→
AR = (α − 1 − µα)~a + µβ~b. (6.27)
Izjednacˇavanjem jednakosti (6.25) i (6.27) dobivamo
−λ = α − 1 − µα i λ = µβ.
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Iz posljedenje jednakosti je jasno da vrijedi µ =
λ
β
. Uvrsˇtavanjem ove zamjene u jednakost
−λ = α − 1 − µα dobivamo da je
λ =
β (α − 1)
α − β . (6.28)
Uvrstimo li (6.28) u (6.25) i (6.26), dobit c´emo
−→
AR =
β (α − 1)
α − β (
~b − ~a)
i
−→
BR =
α (β − 1)
α − β (
~b − ~a).
Iz definicije suprotnog vektora slijedi da je
−→
PC = −−→CP = −β~b i −→BP = −−→PB = (β − 1)~b.
Uvrsˇtavanjem dobivenih izraza za vektore
−→
AR,
−→
BR,
−→
BP,
−→
PC,
−−→
CQ i
−→
QA u relaciju (6.22)
dobivamo
−→
AR
−→
BR
·
−→
BP
−→
PC
·
−−→
CQ
−→
QA
=
β (α − 1)
α − β
α (β − 1)
α − β
· β − 1−β ·
α
1 − α = 1,
a to je uistinu tvrdnja ovog teorema. 
Poglavlje 7
Teoremi o cˇetverokutu i paralelepipedu
Ovo poglavlje sadrzˇi nekoliko poznatih teorema o cˇetverokutu i paralelopipedu koje c´emo
ovdje dokazati koristec´i vektorsku metodu.
Srednjica trapeza je duzˇina koja spaja polovisˇta njegovih krakova. Stoga, na pocˇetku ovog
poglavlja donosimo teorem o srednjici trapeza kojeg c´emo dokazati primjenom vektorske
metode na tri razlicˇita nacˇina. Prvi i trec´i nacˇin nalazimo u [14] i [15], a mi josˇ dodajemo
i dokaz pomoc´u radijvektora.
Teorem 7.1. Srednjica trapeza paralelna je s njegovim osnovicama, a duljina srednjice
jednaka je polovini zbroja duljina osnovica.
Slika 7.1.
Dokaz. 1. nacˇin
Dan je trapez ABCD. Neka je tocˇka E polovisˇte kraka DA, a tocˇka F polovisˇte kraka BC
tog trapeza. Tada je duzˇina EF srednjica trapeza ABCD. Uocˇimo da vektor
−→
EF mozˇemo
zapisati kao zbroj ulancˇanih vektora
−→
EA,
−→
AB i
−→
BF. Dakle, vrijedi
−→
EF =
−→
EA +
−→
AB +
−→
BF. (7.1)
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Takoder, vektor
−→
EF mozˇemo zapisati i kao zbroj ulancˇanih vektora
−−→
ED,
−−→
DC i
−→
CF pa imamo
−→
EF =
−−→
ED +
−−→
DC +
−→
CF. (7.2)
Zbrajanjem jednakosti (7.1) i (7.2) dobivamo
2
−→
EF =
−→
EA +
−→
AB +
−→
BF +
−−→
ED +
−−→
DC +
−→
CF,
odnosno
2
−→
EF = (
−→
EA +
−−→
ED) + (
−→
BF +
−→
CF) + (
−→
AB +
−−→
DC). (7.3)
Vektori
−→
EA i
−−→
ED su medusobno suprotni jer imaju jednaku duljinu i isti smjer, ali su su-
protne orijentacije. Zbog toga vektori
−→
EA i
−−→
ED u zbroju daju nulvektor.
Analogno zakljucˇujemo za vektore
−→
BF i
−→
CF. Iz toga slijedi da je jednakost (7.3) ekviva-
lentna jednakosti 2
−→
EF =
−→
AB +
−−→
DC, odnosno
−→
EF =
1
2
(
−→
AB +
−−→
DC). (7.4)
Buduc´i da su
−→
AB i
−−→
DC vektori osnovica trapeza ABCD, oni su ocˇito kolinearni jer pripadaju
paralelnim pravcima. Iz (7.4) je, stoga, jasno da je vektor
−→
EF kolinearan sa svakim od njih.
Drugim rijecˇima, vrijedi EF ‖ AB i EF ‖ DC. Takoder, iz (7.4) ocˇito slijedi
|EF| = 1
2
(|AB| + |DC|),
a to smo i trebali dokazati.
2. nacˇin
Dan je trapez ABCD. Neka su E i F redom polovisˇta njegovih krakova DA i BC. Tada,
prema korolaru 2.4, vrijedi
−→rE =
−→rD + −→rA
2
(7.5)
i
−→rF =
−→rB + −→rC
2
. (7.6)
Znamo da vrijedi
−→
EF = −→rF−−→rE. Uvrsˇtavanjem izraza (7.5) i (7.6) u ovu jednakost dobivamo
−→
EF =
−→rB + −→rC
2
−
−→rD + −→rA
2
=
(−→rB − −→rA) + (−→rC − −→rD)
2
=
1
2
(
−→
AB +
−−→
DC).
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S obzirom na to da su vektori
−→
AB i
−−→
DC kolinearni, iz posljednje jednakosti zakljucˇujemo
da je i vektor
−→
EF kolinearan sa svakim od njih. To povlacˇi da je EF ‖ AB i EF ‖ DC.
Drugim rijecˇima, srednjica EF trapeza ABCD je paralelna s njegovim osnovicama AB i
DC. Uz to, iz posljednje jednakosti je jasno da vrijedi
|EF| = 1
2
(|AB| + |DC|)
pa smo time dokazali tvrdnju ovog teorema.
3. nacˇin
Slika 7.2.
Dan je trapez ABCD. Neka se pravci BC i AD sijeku u tocˇki O te neka su tocˇke E i F
redom polovisˇta krakova BC i AD trapeza ABCD. Uvedimo oznake: ~x =
−−→
OD i ~y =
−−→
OC.
Tada postoji α ∈ R takav da je −−→DE = −→EA = α~x i −→CF = −→FB = α~y. Uocˇimo da vrijedi
−→
OA =
−−→
OD +
−−→
DE +
−→
EA = ~x + α~x + α~x = (1 + 2α)~x,
−→
OB =
−−→
OC +
−→
CF +
−→
FB = ~y + α~y + α~y = (1 + 2α)~y,
−−→
OE =
−−→
OD +
−−→
DE = ~x + α~x = (1 + α)~x,
−−→
OF =
−−→
OC +
−→
CF = ~y + α~y = (1 + α)~y.
Prikazˇimo sada vektore
−→
AB,
−−→
DC i
−→
EF kao linearnu kombinaciju vektora ~x i ~y. Imamo
−→
AB =
−→
AO +
−→
OB = −−→OA + −→OB = −(1 + 2α)~x + (1 + 2α)~y, (7.7)
−−→
DC =
−−→
DO +
−−→
OC = −−−→OD + −−→OC = −~x + ~y (7.8)
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i −→
EF =
−−→
EO +
−−→
OF = −−−→OE + −−→OF = −(1 + α)~x + (1 + α)~y. (7.9)
Zbrajanjem jednakosti (7.7) i (7.8) dobivamo
−→
AB +
−−→
DC = [−(1 + 2α)~x + (1 + 2α)~y] + (−~x + ~y),
odnosno −→
AB +
−−→
DC = −2(1 + α) ~x + 2(1 + α)~y. (7.10)
Iz (7.9) i (7.10) je sada jasno da vrijedi
−→
AB +
−−→
DC = 2
−→
EF, odnosno
−→
EF =
1
2
(
−→
AB +
−−→
DC).
Buduc´i da su vektori
−→
AB i
−−→
DC linearno zavisni, onda je svaki od njih linearno zavisan i s
vektorom
−→
EF. To znacˇi da vektori
−→
AB,
−−→
DC i
−→
EF pripadaju paralelnim pravcima AB, DC i
EF. Iz toga slijedi da je srednjica EF trapeza ABCD paralelna s njegovim osnovicama AB
i DC. Dakako, iz posljednje jednakosti ocˇito slijedi da je
|EF| = 1
2
(|AB| + |DC|),
a time je uistinu dokazana tvrdnja ovog teorema. 
Sljedec´i teorem c´emo dokazati vektorskom metodom na tri nacˇina. Prva dva nacˇina nala-
zimo u [14], a mi josˇ dodajemo dokaz pomoc´u radijvektora.
Teorem 7.2. Dijagonale paralelograma se raspolavljaju.
Slika 7.3.
Dokaz. 1. nacˇin
Dan je paralelogram ABCD. Neka je S polovisˇte dijagonale AC. Tada vrijedi
−→
S A =
−→
CS . (7.11)
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Buduc´i da nasuprotne stranice paralelograma pripadaju paralelnim pravcima te imaju je-
dnake duljine, zakljucˇujemo da vrijedi
−→
AB =
−−→
DC. (7.12)
Zbrajanjem jednakosti (7.11) i (7.12) dobivamo
−→
S A+
−→
AB =
−−→
DC+
−→
CS . Primijetimo da se na
obje strane ove jednakosti javlja zbroj dvaju ulancˇanih vektora pa je ovaj izraz ekvivalentan
sljedec´em
−→
S B =
−−→
DS .
Iz toga zakljucˇujemo da je tocˇka S jednako udaljena od tocˇaka B i D pa je onda S po-
lovisˇte dijagonale BD paralelograma ABCD. Buduc´i da obje dijagonale paralelograma
ABCD imaju isto polovisˇte S , slijedi tvrdnja teorema.
2. nacˇin
Dan je paralelogram ABCD. Neka je S sjecisˇte njegovih dijagonala AC i BD. Uvedimo
oznake: ~x =
−→
S A i ~y =
−→
S B. Tada postoje α, β ∈ R− takvi da je −→S C = α~x i −−→S D = β~y. Zˇelimo
dokazati da je α = β = −1 jer su vektori −→S A i −→S C, odnosno −→S B i −−→S D istog smjera i jednake
duljine, ali suprotne orijentacije. Uocˇimo da vrijedi
−→
AB =
−→
AS +
−→
S B = −−→S A + −→S B = −~x + ~y (7.13)
i −−→
DC =
−−→
DS +
−→
S C =
−→
S C − −−→S D = α~x − β~y. (7.14)
Buduc´i da su AB i DC nasuprotne stranice paralelograma, vrijedi |AB| = |DC|, odnosno−→
AB =
−−→
DC. Stoga mozˇemo izjednacˇiti relacije (7.13) i (7.14). Time dobivamo
−~x + ~y = α~x − β~y,
odnosno
(α + 1)~x = (β + 1)~y.
Buduc´i da su vektori ~x i ~y linearno nezavisni, posljednja jednakost je zadovoljena samo
ako vrijedi α + 1 = 0 i β + 1 = 0, odnosno α = −1 i β = −1, a to smo i trebali dokazati.
3. nacˇin
Neka je S polovisˇte dijagonale AC paralelograma ABCD. Tada, prema korolaru 2.4, vrijedi
−→rS =
−→rA + −→rC
2
. (7.15)
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Iz
−→
BA = −→rA − −→rB slijedi da je −→rA = −→BA + −→rB. (7.16)
Takoder, vrijedi
−−→
DC = −→rC − −→rD pa je
−→rC = −−→DC + −→rD. (7.17)
Uvrsˇtavanjem izraza (7.16) i (7.17) u jednakost (7.15) dobivamo
−→rS =
−→
BA + −→rB + −−→DC + −→rD
2
.
Buduc´i da su BA i DC nasuprotne stranice paralelograma ABCD, zakljucˇujemo da su ve-
ktori
−→
BA i
−−→
DC istog smjera i jednake duljine, ali suprotne orijentacije. Stoga, oni u zbroju
daju nulvektor. Dakle, vrijedi
−→
BA +
−−→
DC = ~0. Iz toga slijedi da je
−→rS =
−→rB + −→rD
2
.
Neka je T polovisˇte dijagonale BD paralelograma ABCD. Tada vrijedi
−→rT =
−→rB + −→rD
2
.
Uocˇimo da smo dobili −→rT = −→rS . Iz toga slijedi da je T ≡ S . To povlacˇi da se dijagonale para-
lelograma ABCD sijeku u istoj tocˇki, preciznije u zajednicˇkom polovisˇtu pa zakljucˇujemo
da se one raspolavljaju. 
Primjenjujuc´i posljednju metodu dokazivanja (pomoc´u radijvektora) pokazat c´emo da vri-
jedi i stereometrijski analogon prethodnog teorema.
Teorem 7.3. U paralelepipedu se prostorne dijagonale raspolavljaju.
Dokaz. Zadan je paralelepiped ABCDA′B′C′D′. Njegove prostorne dijagonale su: AC′,
BD′, CA′ i DB′. Neka je T polovisˇte prostorne dijagonale BD′. Tada je
−→rT =
−→rB + −→rD′
2
.
Neka je S polovisˇte prostorne dijagonale AC′. Tada vrijedi
−→rS =
−→rA + −→rC′
2
. (7.18)
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Slika 7.4.
Uocˇimo da vrijedi
−→
BA = −→rA − −→rB, tj.
−→rA = −→BA + −→rB. (7.19)
Takoder, vrijedi i
−−−→
D′C′ = −→rC′ − −→rD′ , odnosno
−→rC′ = −−−→D′C′ + −→rD′ . (7.20)
Uvrsˇtavanjem izraza (7.19) i (7.20) u jednakost (7.18) dobivamo
−→rS =
−→
BA + −→rB + −−−→D′C′ + −→rD′
2
.
Buduc´i da su
−→
BA i
−−−→
D′C′ vektori istog smjera i jednake duljine, ali suprotne orijentacije, oni
u zbroju daju nulvektor. Dakle, vrijedi
−→
BA +
−−−→
D′C′ = ~0 pa je
−→rS =
−→rB + −→rD′
2
.
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Uocˇimo da je −→rS = −→rT pa zakljucˇujemo da vrijedi S ≡ T . Neka je U polovisˇte prostorne
dijagonale CA′. Tada vrijedi
−→rU =
−→rC + −→rA′
2
. (7.21)
Uocˇimo da vrijedi
−→
AC = −→rC − −→rA, tj.
−→rC = −→AC + −→rA. (7.22)
Takoder, uocˇimo da je
−−−→
C′A′ = −→rA′ − −→rC′ , odnosno
−→rA′ = −−−→C′A′ + −→rC′ . (7.23)
Uvrsˇtavanjem izraza (7.22) i (7.23) u jednakost (7.21) dobivamo
−→rU =
−→
AC + −→rA + −−−→C′A′ + −→rC′
2
.
Buduc´i da su
−→
AC i
−−−→
C′A′ vektori istog smjera i jednake duljine, ali suprotne orijentacije, oni
u zbroju daju nulvektor. Dakle, vrijedi
−→
AC +
−−−→
C′A′ = ~0 pa je
−→rU =
−→rA + −→rC′
2
.
Uocˇimo da je −→rU = −→rS pa zakljucˇujemo da vrijedi U ≡ S . Neka je V polovisˇte prostorne
dijagonale DB′. Tada vrijedi
−→rV =
−→rB′ + −→rD
2
. (7.24)
Buduc´i da je
−−−→
D′B′ = −→rB′ − −→rD′ , onda je
−→rB′ = −−−→D′B′ + −→rD′ . (7.25)
Takoder, iz
−→
BD = −→rD − −→rB slijedi da je
−→rD = −→BD + −→rB. (7.26)
Uvrsˇtavanjem jednakosti (7.25) i (7.26) u relaciju (7.24) dobivamo
−→rV =
−−−→
D′B′ + −→rD′ + −→BD + −→rB
2
.
Buduc´i da su
−−−→
D′B′ i
−→
BD vektori istog smjera i jednake duljine, ali suprotne orijentacije, oni
u zbroju daju nulvektor. Drugim rijecˇima, vrijedi
−−−→
D′B′ +
−→
BD = ~0. Stoga je
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−→rV =
−→rB + −→rD′
2
.
Uocˇimo da je −→rV = −→rT pa zakljucˇujemo da vrijedi V ≡ T . Dobili smo da je U ≡ S i V ≡ T
te da je S ≡ T . Iz toga slijedi da je S ≡ T ≡ U ≡ V . Dakle, zakljucˇujemo da sve cˇetiri
prostorne dijagonale paralelepipeda ABCDA′B′C′D′ imaju isto polovisˇte, a to znacˇi da se
raspolavljaju. Zajednicˇko polovisˇte prostornih dijagonala paralelepipeda ABCDA′B′C′D′
mozˇemo oznacˇiti s P. 
Teorem 7.4. [14] [15] Dijagonale romba su medusobno okomite.
Dokaz. 1. nacˇin
Slika 7.5.
Zadan je romb ABCD. Neka je S sjecisˇte njegovih dijagonala. Oznacˇimo s ~a =
−→
S A i
~b =
−→
S B. Prikazˇimo vektore
−→
AB i
−→
CB kao linearnu kombinaciju vektora ~a i ~b. Imamo
−→
AB =
−→
AS +
−→
S B = −−→S A + −→S B = −~a + ~b
i
−→
CB =
−→
CS +
−→
S B =
−→
S A +
−→
S B = ~a + ~b.
Buduc´i da je |AB| = |CB|, onda vrijedi |AB|2 = |CB|2, tj. |−→AB|2 = |−→CB|2. Prema svojstvu (i)
iz propozicije 3.2 slijedi da je
−→
AB2 =
−→
CB2. Drugim rijecˇima, vrijedi
(−~a + ~b)2 = (~a + ~b)2.
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Kvadriranjem lijeve i desne strane prethodnog izraza te dodatnim sredivanjem dobivamo
~a2 − 2 ~a · ~b + ~b2 = ~a2 + 2 ~a · ~b + ~b2
−2 ~a · ~b = 2 ~a · ~b
4 ~a · ~b = 0
~a · ~b = 0.
Buduc´i da je skalarni umnozˇak vektora ~a i ~b jednak nuli, zakljucˇujemo da su vektori ~a i ~b
medusobno okomiti. To povlacˇi da su i duzˇine S A i S B medusobno okomite pa su onda
okomite i dijagonale AC i DB romba ABCD cˇime je tvrdnja teorema dokazana.
2. nacˇin
Slika 7.6.
Dan je romb ABCD. Neka je ~x =
−→
AB i ~y =
−→
AD. Buduc´i da su sve stranice romba jednakih
duljina, vrijedi |AB| = |AD|, odnosno |~x | = |~y |. Zapisˇimo vektore −→AC i −→DB kao linearnu
kombinaciju vektora ~x i ~y. Imamo
−→
AC =
−→
AB +
−→
BC =
−→
AB +
−→
AD = ~x + ~y
i
−→
DB =
−→
DA +
−→
AB =
−→
AB − −→AD = ~x − ~y.
Skalarnim mnozˇenjem vektora
−→
AC i
−→
DB dobivamo
−→
AC · −→DB = (~x + ~y ) · (~x − ~y ).
Primijetimo da se na desnoj strani posljednje jednakosti javlja razlika kvadrata. Stoga,
desnu stranu ove jednakosti mozˇemo zapisati na sljedec´i nacˇin
−→
AC · −→DB = ~x 2 − ~y 2.
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Buduc´i da vrijedi ~x 2 = |~x |2 i ~y 2 = |~y |2, slijedi
−→
AC · −→DB = |~x |2 − |~y |2.
Uzevsˇi u obzir cˇinjenicu da je |~x | = |~y |, zakljucˇujemo da vrijedi −→AC · −→DB = 0. Buduc´i da
je skalarni umnozˇak vektora
−→
AC i
−→
DB jednak nuli, prema propoziciji 3.5 zakljucˇujemo da
su vektori
−→
AC i
−→
DB medusobno okomiti pa su onda okomite i dijagonale AC i DB romba
ABCD sˇto smo i trebali dokazati. 
Teorem 7.5. [14] [15] (Euklidov poucˇak za paralelogram) Zbroj kvadrata duljina dijago-
nala paralelograma jednak je zbroju kvadrata duljina njegovih stranica.
Slika 7.7.
Dokaz. Dan je paralelogram ABCD. Duzˇine AC i DB su dijagonale tog paralelograma.
Zapisˇimo vektor
−→
AC kao zbroj ulancˇanih vekotra
−→
AB i
−→
BC. Imamo
−→
AC =
−→
AB +
−→
BC.
Prikazˇimo sada vektor
−→
DB kao zbroj ulancˇanih vekotra
−→
DA i
−→
AB. Dobivamo
−→
DB =
−→
DA+
−→
AB.
S obzirom na to da vrijedi
−→
DA = −−→AD, slijedi da je
−→
DB =
−→
AB − −→AD. (7.27)
Buduc´i da vektori
−→
AD i
−→
BC imaju isti smjer (jer pripadaju paralelnim pravcima na kojima
lezˇe nasuprotne stranice AD i BC paralelograma ABCD) i orijentaciju te vrijedi |−→AD| =
|−→BC|, zakljucˇujemo da su vektori −→AD i −→BC jednaki pa izraz (7.27) mozˇemo zapisati na
sljedec´i nacˇin
−→
DB =
−→
AB − −→BC.
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Promotrimo sada zbroj kvadrata duljina dijagonala AC i DB paralelograma ABCD. Imamo
|AC|2 + |DB|2 = −→AC2 + −→DB2
= (
−→
AB +
−→
BC)2 + (
−→
AB − −→BC)2
=
−→
AB2 + 2
−→
AB · −→BC + −→BC2 + −→AB2 − 2 −→AB · −→BC + −→BC2
= 2
−→
AB2 + 2
−→
BC2.
Dakle, vrijedi
|AC|2 + |DB|2 = 2 (−→AB2 + −→BC2). (7.28)
Kako je skalarni kvadrat nekog vektora jednak kvadratu duljine tog vektora, a duljina ve-
ktora duljini duzˇine kojoj su krajnje tocˇke pocˇetak i kraj tog vektora, onda vrijedi
−→
AC2 =
|AC|2, −→DB2 = |DB|2, −→AB2 = |AB|2 i −→BC2 = |BC|2. Imajuc´i na umu ovu cˇinjenicu, jednakost
(7.28) mozˇemo zapisati na sljedec´i nacˇin
|AC|2 + |DB|2 = 2 (|AB|2 + |BC|2),
a to smo i trebali dokazati. 
Sljedec´i primjer c´emo rijesˇiti na dva nacˇina. Prvi nacˇin donosi Cˇelikovic´ u cˇlanku [5], dok
se drugi nacˇin nalazi u skripti [6] istog autora.
Primjer 7.6. Tocˇke P, Q, R i S su redom polovisˇta stranica AB, BC, CD i DA cˇetverokuta
ABCD. Dokazˇite da je cˇetverokut PQRS paralelogram.
Slika 7.8.
Rjesˇenje. 1. nacˇin
Dovoljno je dokazati da je
−→
PQ =
−→
S R jer su tada vektori
−→
PQ i
−→
S R jednakih duljina te
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pripadaju paralelnim pravcima.
Buduc´i da su P i Q polovisˇta stranica AB i BC, prema korolaru 2.4 vrijedi −→rP = 12 (
−→rA + −→rB)
i −→rQ = 12 (
−→rB + −→rC). Stoga je
−→
PQ = −→rQ − −→rP = 12 (
−→rB + −→rC) − 12 (
−→rA + −→rB) = 12 (
−→rC − −→rA) = 12
−→
AC.
S obzirom na to da su R i S polovisˇta stranica CD i DA cˇeterokuta ABCD, prema korolaru
2.4 vrijedi −→rR = 12 (
−→rC + −→rD) i −→rS = 12 (
−→rD + −→rA) pa je
−→
S R = −→rR − −→rS = 12 (
−→rC + −→rD) − 12 (
−→rD + −→rA) = 12 (
−→rC − −→rA) = 12
−→
AC.
Buduc´i da zaista vrijedi
−→
PQ =
−→
S R, zakljucˇujemo da je cˇetverokut PQRS paralelogram.
2. nacˇin
Neka su ~a =
−→
AB, ~b =
−→
BC, ~c =
−−→
CD i ~d =
−→
DA. Tada vrijedi
~a + ~b + ~c + ~d = ~0. (7.29)
Uocˇimo da vrijedi
−→
PQ =
1
2
−→
AB +
1
2
−→
BC =
1
2
~a +
1
2
~b
i
−→
RS =
1
2
−−→
CD +
1
2
−→
DA =
1
2
~c +
1
2
~d.
Zbrajanjem vektora
−→
PQ i
−→
RS dobivamo
−→
PQ +
−→
RS =
1
2
(~a + ~b + ~c + ~d).
Zbog (7.29) slijedi da je
−→
PQ +
−→
RS = ~0. To povlacˇi da je
−→
PQ = −−→RS , odnosno −→PQ = −→S R.
Buduc´i da su vektori
−→
PQ i
−→
S R jednaki, to povlacˇi da imaju jednake duljine i isti smjer, tj.
da pripadaju paralelnim pravcima. Iz toga slijedi da je cˇetverokut PQRS paralelogram.
Teorem 7.7. [13] Neka su tocˇke E i F polovisˇta stranica AB i CD konveksnog cˇetverokuta
ABCD. Tada su polovisˇta dijagonala cˇetverokuta AEFD i BCFE vrhovi nekog paralelo-
grama.
POGLAVLJE 7. TEOREMI O CˇETVEROKUTU I PARALELEPIPEDU 78
Prije nego dokazˇemo ovaj teorem, dokazˇimo sljedec´u lemu.
Lema 7.8. [13] Ako su R i S polovisˇta stranica NP i QM konveksnog cˇetverokuta MNPQ,
onda je 2
−→
RS =
−−→
MN +
−→
QP.
Slika 7.9.
Dokaz. Sa slike 7.9. je jasno da vrijedi
−→
RS =
−→
RQ +
−→
QP +
−→
PS (7.30)
i −→
RS =
−−→
RM +
−−→
MN +
−−→
NS . (7.31)
Zbrajanjem jednakosti (7.30) i (7.31) dobivamo
2
−→
RS = (
−→
RQ +
−−→
RM) + (
−→
QP +
−−→
MN) + (
−→
PS +
−−→
NS ). (7.32)
Vektori
−→
RQ i
−−→
RM imaju isti smjer (jer pripadaju istom pravcu) i jednake duljine, ali su su-
protne orijentacije. Stoga, vrijedi
−→
RQ = −−−→RM pa je −→RQ+−−→RM = ~0. Analogno zakljucˇujemo
za vektore
−→
PS i
−−→
NS . Dakle, vrijedi
−→
PS = −−−→NS pa je −→PS + −−→NS = ~0. Iz toga slijedi da je
jednakost (7.32) ekvivalentna sljedec´oj
2
−→
RS =
−→
QP +
−−→
MN,
a to smo i trebali dokazati. 
Dokazˇimo sada prethodno iskazani teorem 7.7.
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Slika 7.10.
Dokaz. Dan je konveksni cˇetverokut ABCD te polovisˇta E i F njegovih stranica AB i CD.
Neka su G i H redom polovisˇta dijagonala AF i DE cˇetverokuta AEFD te K i L redom
polovisˇta dijagonala BF i EC cˇetverokuta BCFE.
Promotrimo konveksni cˇetverokut AECF. Prema lemi 7.8 vrijedi
2
−→
GL =
−→
AE +
−→
FC. (7.33)
Promotrimo sada konveksni cˇetverokut DEBF. Primjenom leme 7.8 na taj cˇetverokut do-
bivamo
2
−−→
HK =
−→
EB +
−−→
DF.
Buduc´i da je
−→
EB =
−→
AE i
−−→
DF =
−→
FC, slijedi
2
−−→
HK =
−→
AE +
−→
FC. (7.34)
S obzirom da su desne strane jednakosti (7.33) i (7.34) jednake, onda su im ocˇito jednake
i lijeve strane. Dakle, vrijedi 2
−→
GL = 2
−−→
HK, odnosno
−→
GL =
−−→
HK.
Buduc´i da su vektori
−→
GL i
−−→
HK jednaki, to znacˇi da pripadaju paralelnim pravcima te da
imaju jednake duljine. Iz toga zakljucˇujemo da su duzˇine GL i HK zapravo stranice para-
lelograma. Dakle, cˇetverokut GHKL je paralelogram. 
Poglavlje 8
Teoremi o kruzˇnici i sferi
U ovom poglavlju c´emo vektorskom metodom dokazati dvije tvrdnje vezane uz kruzˇnicu i
jednu tvrdnju koja se odnosi na sferu.
Teorem 8.1. [14] (Talesov poucˇak o obodnom kutu) Obodni kut nad promjerom kruzˇnice
je pravi.
Slika 8.1.
Dokaz. Neka je dana kruzˇnica k polumjera duljine r sa sredisˇtem u tocˇki S te neka je toj
kruzˇnici upisan trokut ABC tako da tocˇka S pripada stranici AB tog trokuta. Tada je ocˇito
da je duzˇina AB promjer kruzˇnice k. Stoga je kut pri vrhu C trokuta ABC obodni kut nad
promjerom AB kruzˇnice k. Zˇelimo dokazati da je kut sˇto ga zatvaraju stranice BC i CA
80
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trokuta ABC pravi. Drugim rijecˇima, zˇelimo dokazati da je skalarni umnozˇak vektora
−→
CA
i
−→
CB jednak nuli.
Buduc´i da su duzˇine S A, S B i S C polumjeri kruzˇnice k, vrijedi
|S A| = |S B| = |S C| = r.
Vektor
−→
CA mozˇemo zapisati kao zbroj ulancˇanih vektora
−→
CS i
−→
S A pa imamo
−→
CA =
−→
CS+
−→
S A.
Vektor
−→
CB mozˇemo zapisati kao zboj ulancˇanih vektora
−→
CS i
−→
S B pa imamo
−→
CB =
−→
CS +
−→
S B.
Buduc´i da je
−→
S B =
−→
AS = −−→S A, slijedi −→CB = −→CS − −→S A.
Izracˇunajmo sada skalarni umnozˇak vektora
−→
CA i
−→
CB. Imamo
−→
CA · −→CB = (−→CS + −→S A) · (−→CS − −→S A) = −→CS 2 − −→S A2 = |CS |2 − |S A|2 = r2 − r2 = 0.
Buduc´i da je skalarni umnozˇak vektora
−→
CA i
−→
CB jednak nuli, zakljucˇujemo da su vektori−→
CA i
−→
CB medusobno okomiti, tj. da zatvaraju pravi kut. To povlacˇi da stranice BC i CA
trokuta ABC zatvaraju pravi kut, odnosno da je obodni kut pri vrhu C nad promjerom AB
kruzˇnice k pravi, a to smo i trebali dokazati. 
Sljedec´i zadatak je zadan ucˇenicima 8. razreda osnovne sˇkole na Zˇupanijskom natjecanju
iz matematike odrzˇanom 2006. godine. Buduc´i da se ucˇenici 8. razreda osnovne sˇkole do
tada josˇ nisu susreli sa skalarnim mnozˇenjem vektora, sluzˇbeno rjesˇenje ovog zadatka je
bilo planimetrijsko i to primjenom Talesovog i Pitagorinog poucˇka. Ovdje c´emo pokazati
kako se ovaj zadatak mozˇe rijesˇiti vektorskom metodom primjenom skalarnog produkta.
Primjer 8.2. [12] (Zˇupanijsko natjecanje, 2006., 8. razred osnovne sˇkole) Zadan je kva-
drat ABCD kojem je opisana kruzˇnica k. Na manjem od dva luka kruzˇnice, odredenih
tocˇkama A i B, dana je proizvoljna tocˇka P, razlicˇita od A i B. Dokazˇite da vrijedi jedna-
kost
|PA|2 + |PB|2 + |PC|2 + |PD|2 = 4 |AB|2.
Rjesˇenje. Neka je S sjecisˇte dijagonala kvadrata ABCD, tj. sredisˇte kvadratu opisane
kruzˇnice k. Neka je α kut sˇto ga zatvaraju vektori
−→
PS i
−→
S A. Tada je skalarni umnozˇak
vektora
−→
PS i
−→
S A jednak −→
PS · −→S A = |−→PS | · |−→S A| · cosα. (8.1)
Buduc´i da su PS i S A polumjeri kruzˇnice k, ocˇito vrijedi |PS | = |S A| = r, pri cˇemu je r
duljina polumjera kruzˇnice k. Iz toga slijedi da je |−→PS | = |−→S A| = r. Izraz 8.1 sada mozˇemo
zapisati na sljedec´i nacˇin:
−→
PS · −→S A = r · r · cosα, odnosno
−→
PS · −→S A = r2 cosα. (8.2)
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Slika 8.2.
Neka je γ kut sˇto ga zatvaraju vektori
−→
PS i
−→
S C. Tada je skalarni umnozˇak vektora
−→
PS i
−→
S C
jednak −→
PS · −→S C = |−→PS | · |−→S C| · cos γ. (8.3)
Buduc´i da su PS i S C polumjeri kruzˇnice k, jasno je da vrijedi |PS | = |S C| = r, odnosno
|−→PS | = |−→S C| = r. Jednakost 8.3 sada mozˇemo prevesti u oblik −→PS · −→S C = r · r · cos γ,
odnosno −→
PS · −→S C = r2 cos γ. (8.4)
Tocˇka S pripada dijagonali AC kvadrata ABCD. Sˇtovisˇe, ona je njezino polovisˇte. Stoga,
zakljucˇujemo da je ^AS C ispruzˇeni kut, tj. da je njegova velicˇina iznosi 180◦. Uocˇimo da
vrijedi ^AS P + ^PS C = ^AS C, odnosno α + γ = 180◦ pa je α = 180◦ − γ. Iz toga slijedi
da je cosα = cos(180◦ − γ), odnosno
cosα = − cos γ. (8.5)
Uvazˇavajuc´i cˇinjenicu (8.5), izraz (8.2) mozˇemo zapisati na sljedec´i nacˇin
−→
PS · −→S A = −r2 cos γ. (8.6)
Zbrajanjem jednakosti (8.6) i (8.4) dobivamo da vrijedi
−→
PS · −→S A + −→PS · −→S C = −r2 cos γ + r2 cos γ,
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odnosno −→
PS · −→S A + −→PS · −→S C = 0. (8.7)
Neka je β kut sˇto ga zatvaraju vektori
−→
PS i
−→
S B, a δ kut sˇto ga zatvaraju vektori
−→
PS i−−→
S D. Tada vrijedi β + δ = 180◦, odnosno δ = 180◦ − β pa je cos δ = cos(180◦ − β) =
− cos β. Analogno kao u prethodnim razmatranjima dobije se da vrijedi −→PS · −→S B = r2 cos β
i
−→
PS · −−→S D = −r2 cos β pa je
−→
PS · −→S B + −→PS · −−→S D = r2 cos β − r2 cos β,
odnosno −→
PS · −→S B + −→PS · −−→S D = 0. (8.8)
Uocˇimo da vektor
−→
PA mozˇemo zapisati kao zbroj ulancˇanih vektora
−→
PS i
−→
S A. Dakle,
imamo
−→
PA =
−→
PS +
−→
S A. Kvadriranjem ovog izraza dobivamo
−→
PA2 =
−→
PS 2 + 2
−→
PS · −→S A + −→S A2,
odnosno
|−→PA|2 = |−→PS |2 + 2 |−→PS | · |−→S A| + |−→S A|2. (8.9)
Analogno, iz
−→
PB =
−→
PS +
−→
S B dobivamo
|−→PB|2 = |−→PS |2 + 2 |−→PS | · |−→S B| + |−→S B|2. (8.10)
Iz
−→
PC =
−→
PS +
−→
S C slijedi
|−→PC|2 = |−→PS |2 + 2 |−→PS | · |−→S C| + |−→S C|2, (8.11)
dok iz
−→
PD =
−→
PS +
−−→
S D slijedi
|−→PD|2 = |−→PS |2 + 2 |−→PS | · |−−→S D| + |−−→S D|2. (8.12)
Takoder, jasno je da vrijedi
|−→S A| = |−→S B| = |−→S C| = |−−→S D| = r.
Zbrajanjem jednakosti (8.9), (8.10), (8.11) i (8.12) dobivamo
|−→PA|2 + |−→PB|2 + |−→PC|2 + |−→PD|2 = 4 |−→PS |2 + 2(|−→PS | · |−→S A| + |−→PS | · |−→S B| + |−→PS | · |−→S C|
+ |−→PS | · |−−→S D|) + 4 |−→S A|2
= 4 |−→PS |2 + 2(|−→PS | · |−→S A| + |−→PS | · |−→S C|) + 2(|−→PS | · |−→S B|
+ |−→PS | · |−−→S D|) + 4 |−→S A|2
Iz (8.7) i (8.8) slijedi da je
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|−→PA|2 + |−→PB|2 + |−→PC|2 + |−→PD|2 = 4 |−→PS |2 + 4 |−→S A|2.
Iz cˇinjenice |−→PS | = |−→S A| = r, slijedi
|−→PA|2 + |−→PB|2 + |−→PC|2 + |−→PD|2 = 4 r2 + 4 r2 = 8 r2.
Neka je a duljina stranice kvadrata ABCD. Buduc´i da dijagonale kvadrata zatvaraju pravi
kut, zakljucˇujemo da je trokut BS A pravokutan s pravim kutom pri vrhu S . Primjenom
Pitagorinog poucˇka na trokut BS A dobivamo da je a2 = 2 r2. Iz toga slijedi
|−→PA|2 + |−→PB|2 + |−→PC|2 + |−→PD|2 = 8 r2 = 8 · a
2
2
= 4a2,
odnosno
|PA|2 + |PB|2 + |PC|2 + |PD|2 = 4 |AB|2,
a to smo i trebali dokazati.
Za kraj donosimo zadatak u kojem c´emo tvrdnju vezanu uz sferu dokazati vektorskom
metodom.
Primjer 8.3. [15] U glavnu kruzˇnicu sfere polumjera R upisan je pravokutnik. Dokazˇite
da je zbroj kvadrata udaljenosti bilo koje tocˇke sfere od vrhova pravokutnika stalan, tj. ne
zavisi o izboru tocˇke na sferi.
Slika 8.3.
Rjesˇenje. Neka je O sredisˇte sfere polumjera R te neka je u bilo koju njenu glavnu kruzˇnicu
upisan pravokutnik ABCD. Neka je P proizvoljna tocˇka na sferi. Tada ocˇito vrijedi
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|OA| = |OB| = |OC| = |OD| = |OP| = R.
Uocˇimo da vrijedi
−→
PA =
−→
PO +
−→
OA i
−→
PC =
−→
PO +
−−→
OC. S obzirom na to da je pravokutnik
ABCD upisan u glavnu kruzˇnicu sfere, zakljucˇujemo je tocˇka O ujedno i sjecisˇte dijagonala
tog pravokutnika. Buduc´i da se dijagonale pravokutnika raspolavljaju, mozˇemo zakljucˇiti
da vektori
−→
OA i
−−→
OC imaju jednake duljine i isti smjer, ali suprotnu orijentaciju pa vrijedi−−→
OC = −−→OA. Iz toga slijedi da je −→PC = −→PO − −→OA.
Prema svojstvu (i) iz propozicije 3.2 vrijedi |PA|2 = −→PA2 i |PC|2 = −→PC2. Odredimo zbroj−→
PA2 +
−→
PC2. Imamo
−→
PA2 +
−→
PC2 = (
−→
PO +
−→
OA)2 + (
−→
PO − −→OA)2.
Primjenom svojstava dokazanih u lemi 3.3 dobivamo da je
−→
PA2 +
−→
PC2 =
−→
PO2 + 2
−→
PO · −→OA + −→OA2 + −→PO2 − 2−→PO · −→OA + −→OA2
= 2(
−→
PO2 +
−→
OA2) = 2(|PO|2 + |OA|2) = 2(R2 + R2) = 4R2.
Dakle, vrijedi
|PA|2 + |PC|2 = 4R2. (8.13)
Analogno se pokazˇe da vrijedi
|PB|2 + |PD|2 = 4R2. (8.14)
Zbrajanjem jednakosti (8.13) i (8.14) dobivamo da je
|PA|2 + |PB|2 + |PC|2 + |PD|2 = 4R2 + 4R2 = 8R2.
Uocˇimo da je dobiveni rezultat konstanta. Iz toga zakljucˇujemo da je zbroj kvadrata duljina
bilo koje tocˇke sfere od vrhova pravokutnika upisanog u njezinu glavnu kruzˇnicu stalan, tj.
on ne ovisi o odabiru tocˇke na sferi.
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Sazˇetak
U ovom radu opisujemo vektorsku metodu te pomoc´u nje dokazujemo mnoge dobro po-
znate planimetrijske i stereometrijske probleme. Rad je podijeljen na osam poglavlja.
U prvom poglavlju donosimo pregled osnovnih definicija i tvrdnji vezanih uz vektore i
vektorski racˇun.
U drugom poglavlju definiramo radijvektor tocˇke u ravnini i prostoru te dokazujemo ge-
ometrijske tvrdnje koristec´i radijvektore.
U trec´em, cˇetvrtom i petom poglavlju definiramo operacije skalarnog, vektorskog i mjesˇo-
vitog mnozˇenja, dokazujemo njihova bitna svojstva te iskazujemo neke posljedice tih svo-
jstava. Primjenom definicija i svojstava ovih operacija dokazujemo mnoge tvrdnje iz ele-
mentarne geometrije.
Posljednja tri poglavlja su posvec´ena primjeni vektorske metode na trokut, cˇetverokut i
kruzˇnicu te tetraedar, paralelepiped i sferu.
Summary
In this thesis, we describe the vector method and we prove many well-known planimetric
and stereometric problems by using it. Thesis is divided into eight chapters.
In the first chapter, we provide an overview of basic definitions and claims related to ve-
ctors and operations on them.
In the second chapter, we define radius vectors in the plane and in the space and we prove
some planimetric problems by applying them.
In the third, the fourth and the fifth chapter, we define the inner, vector (cross) and mixed
(scalar triple) products of vectors. We also apply these operations to solve some geometric
problems.
In last three chapters, we show the application of the vector method to triangle, quadrilate-
ral, circle, tetrahedron, parallelepiped and sphere.
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